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Los conceptos de la teoria de conjuntos son esenciales para formar y desarrollar el
pensamiento l6gico y se utilizan en distintas dreas como herramientas para clasificar,
ordenar y analizar los conceptos pertenecientes a una tematica en especifico.

Conjuntos
Se denomina conjunto a la coleccién o grupo de objetos. A estos objetos también se les
llama elementos o miembros de un conjunto y son delimitados por llaves.

Los conjuntos se pueden definir mediante la lista de sus elementos o utilizando las
propiedades o reglas que caracterizan al conjunto. Se le conoce como descripcion
tabular o de enumeracion a la primera forma mientras que, a la segunda forma, se le
denomina definicion constructiva del conjunto o por comprension. Finalmente, podemos
definir el conjunto de manera gréfica utilizando los Diagramas de Venn. A continuacion,
se muestran ejemplos de estas formas de definicion.

Defina el conjunto H con los elementos f, m, g, r, s, w por

Enumeracion
Diagrama de Venn

oo

a. Enumeracion
H={f,m q,r,s, w}

b. Diagrama de Venn
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Figura 1. Diagrama de Venn del conjunto H = {f, m, q, r, s, w}. Elaboracion propia.

Ejemplo
Defina por comprension

a. el conjunto D correspondientes a los dias de la semana
b. el conjunto | correspondiente a los nimeros impares

Solucién

a. D ={x|xesundiade la semana}
b. 1={x|xesimpar}

Conjuntos y sus miembros

Los conjuntos se denotan con letras mayusculas, mientras que para denotar a sus
elementos o miembros se utilizan letras mindsculas. Por ejemplo, el conjunto A con los
elementos b, ¢, g, n se define de la siguiente forma A = {b, ¢, q, n}. De forma gréfica lo
podemos representar utilizado los diagramas de Venn de la siguiente forma:

Figura 2. Diagrama de Venn del conjunto A = {b, ¢, g, n}. Elaboracion propia.
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Subconjuntos

Dados dos conjuntos Ay B, se dice que B es un subconjunto de A si todo elemento de
B es también un elemento de A. Esto se expresa como B < A.

Ejemplo
Indique si B es un subconjunto de A en los siguientes casos:

a. A={1,2,3,6,9},B={3,6,1}
b. A={c,d,r,f},B={m,p, q}

Solucién

a. B es un subconjunto de A porque los elementos 3, 6 y 1 estan contenidos en el
conjunto A, esto es, B — A. Graficamente se tiene:

Figura 3. Diagrama de Venn de B subconjunto de A, B < A. Elaboracion propia.

b. B no es un subconjunto de A porgue los elementos m, p y q no estan contenidos
en el conjunto A. Gréaficamente se tiene:

Figura 4. Diagrama de Venn de B no es un subconjunto de A, B& A. Elaboracion propia.
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Conjunto Universal

El conjunto universal, denotado con la letra U, es el conjunto que contiene a todos los
conjuntos. Se utiliza para especificar los elementos que conforman el conjunto con el
cual estamos trabajando y nos permite definir al conjunto en funcion de un contexto dado.

Ejemplo
El conjunto U de todas las aves.

U ={x|xesun ave}

Conjunto Vacio
El conjunto vacio es un conjunto que no tiene elementos. Este conjunto se representa
como J o con{}.

Conjunto Finito
Cuando podemos determinar la cantidad de elementos que posee el conjunto se le
denomina conjunto finito.

Conjunto Infinito
Cuando no podemos determinar la cantidad de elementos que posee el conjunto se le
denomina conjunto infinito.

Cardinalidad y Conjunto Potencia
La cardinalidad es el nimero de elementos de un conjunto, se representa como |A|.

Ejemplo
Encuentre la cardinalidad de los siguientes conjuntos

a. A={rs,t}
b. B ={{c} {e, g}}

Solucién

a. |Al=3




b. |B| = 2, el tamafio de {{c}, {e, g}} es 2 y no 3, pues tiene 2 elementos, siendo el
primero {c} y el segundo {e, g}.

El conjunto potencia de 2(X) es el conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto
X. El conjunto potencia de un conjunto con n elementos tiene 2" elementos.

Encuentre el conjunto potencia P(A) del conjunto A = {a, b, c}

|A| = 3, por lo que, |P(A)| =23 =8.
P(A) ={2, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}

Operaciones de conjuntos

Las operaciones de conjuntos nos permiten obtener un conjunto luego de realizada las
operaciones establecidas sobre los conjuntos, dicho de otra forma, podemos combinar o
transformar los conjuntos. A estas operaciones también se les conoce como algebra de
conjuntos. En esta seccidn se definiran y explicaran distintas operaciones con conjuntos.

Unidon
El conjunto de todos los elementos que pertenecen al conjunto A y al conjunto B se le
denomina unién de los conjuntos Ay B. Se denota la union de Ay B por A U B. El conjunto

resultante de esta operacién tendra a todos los elementos de A y de B, sin repetir ningun
elemento.

Realice la union de los conjuntos A={1, 2, 3,4, 6}y B ={3, 4, 8}

AUB={1,2,3,4,6 8}
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Interseccion

La interseccién de dos o mas conjuntos, denotada por el simbolo N, es aquella en donde
el conjunto resultante tiene todos los elementos que son comunes a los conjuntos
involucrados en la operacion. De esta forma, la operacion de interseccion de dos
conjuntos A y B tendrd a aquellos elementos que pertenecen a A y que también
pertenecen a B.

Ejemplo
Realice la interseccion de los conjuntos A ={1, 2, 3, 7}y B ={3, 4, 8}
Solucién

ANB = {3}

Conjunto disjuntos
Cuando dos conjuntos no tienen elementos comunes se denominan conjuntos disjuntos.

Ejemplo
Compruebe que los conjuntos A ={1, 2, 3,4, 7} y B = {5, 6, 9} son disjuntos.
Solucién

ANB={} 0ANB =0

Complemento relativo

A la diferencia o resta de dos conjuntos se le denomina complemento relativo. El
resultado del complemento relativo de A — B es un conjunto de elementos que pertenecen
al conjunto A pero no a al conjunto B.

Ejemplo
Encuentre el complemento relativo, A—B,de A={1, 2,3}y B ={3, 4, 5}
Solucién

A-B={1,2)

10
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Diferencia simétrica

La diferencia simétrica, denotada por el simbolo (1, de dos conjuntos Ay B es el conjunto
formado los elementos que pertenecen a uno de los dos conjuntos, pero no a ambos
conjuntos.

Ejemplo
Encuentre la diferencia simétrica, AAB,de A={1, 2,3}y B ={3, 4, 5}
Solucioén

AAB={1,2, 4,5}

Propiedades del Algebra de conjuntos

Al estudio de las operaciones basicas que pueden realizarse con conjuntos se le llama
algebra de conjuntos. Algunas de estas operaciones como lo son la unién, interseccion
y complementacion poseen propiedades similares a las operaciones con numeros
naturales a las que se le denominan leyes del algebra de conjuntos. Estas son:

Idempotencia
AUA=A
ANA=A

Conmutativa

AUB=BUA
ANB=BA
Distributiva

A U (BNC) = (A U B)N(AU C)
AN(B U C) = (ANB)U(ANC)

Asociativa

11
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AUAUB)=(AUB)UC
AN(ANB) = (ANB) NC

Ley de Morgan
(AU B)C=ACNBC
(ANB)C=AC UBC

Ley de diferencia

(A - B) = ANBC

Leyes del complemento:
AUAC=U
ANAC =9
(AC)C=A
AC=0
pC=U

Leyes de la absorcién:
AUANB)=A
AN(AUB)=A
AU (ACNB)=AUB
AN(ACUB)=ANB

12



Principio de la adicién para conjuntos disjuntos

El principio de adicién es usado para contar los elementos de dos o mas conjuntos. Para
ello se debe primero distinguir los elementos que dichos conjuntos tengan en comun, Si
es el caso. En este punto se tendran los siguientes casos:

Los conjuntos no tienen elementos comunes: se suman los elementos de los
conjuntos.

|AuB|=I|Al+ B

Los conjuntos tienen elementos comunes: se suman los elementos de los conjuntos
y se restan los elementos que tienen en comun.

|AUB|=|A|l +|B|-|ANB|

Si se tienen mas de dos conjuntos, por ejemplo, tres conjuntos: se suma el cardinal de
los conjuntos, se resta el cardinal de todas las posibles intersecciones de dos conjuntos
y por ultimo se suma el cardinal de la interseccién de los tres conjuntos.

IAUBUC|=|A|+|B|+|C|-]ANB|-]JANC|-]BNC|+|ANBNC|

Utilizando el principio de adicién, encuentre la cantidad de elementos de |A U B| para los
siguientes casos:

a. A={1,2, 6},B={3,4,5)
b. A={1,2 3,4},B={3,4,5)}

c. A={1,2,3},B={3,4,5},C={1,4,7}

a. A={1,2, 6},B={3,4,5)

ANB=Q

AU B|=IA| +[B|
JAUB|=3+3
IAUB|=6

b. A={1,2,3,4},B={34,5)
IANB|=2

13
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[AuB|=|A]+|B|-|ANB|
[AuB|=4+3-2
[AUB|=5

c. A={1,2,3},B={3,4,5},,C={1,4,7}

IANB| =1
IANC| =1
IBNC|=1
IANBNC|=0

IAUBUC|=|A+|B|+|C|-|JANB|-JANC|-|BNC|+|]ANBNC]
IAUBUC|=3+3+3-1-1-1+0
IAUBUC|=6

Sucesiones

A la lista de elementos dispuestos en orden siguiendo una regla o patrén se le denomina
sucesion. A los elementos pertenecientes a una sucesion se les llama términos. Para
indicar una sucesion se usa la notacion {an} o (an). Para indicar la posicién de cada
término en la sucesion se utiliza un subindice

am, dm+1, Am+2, ...y An

en donde, m es el subindice del término inicial y n es el subindice del término final al cual
se le denomina término general de la sucesion.

Ejemplo

Escriba los términos y su posicion de la siguiente sucesiéon {an} =3, 6, 9, 12, ...

Solucion
ar=3
az=6
az=9
as =12

14



El término inicial en la sucesion puede tener el valor de uno o cero. A partir del término
general se puede calcular la posicién de cualquier término de la sucesion utilizando la
siguiente formula an = 2n.

En informética es de gran importancia las sucesiones de caracteres, letras u otros
simbolos que se encuentran escritos sin las comas, a estos se les denominan cadenas.
Las cadenas se forman sobre el conjunto de caracteres llamado alfabeto.

Formulas recursivas y explicitas
La formula recursiva o recurrente es aquella que para definir el término siguiente hace
referencia al término anterior. Ademas, se deben indicar el punto de partida de la formula.

Defina la siguiente sucesion b1 =2, bn = bn1 + 3

{bn} =2, 5,8, 11, ...

Cuando se indica el valor que tiene cualquier término en particular, se esta utilizando las
férmulas explicitas.

Defina la siguiente sucesion an=3n+1para1<n<4

{an} = 4,7, 10, 13

Sucesiones finitas e infinitas

Una sucesion es finita cuando puede finalizar después de n pasos. Para encontrar los
términos de una sucesion finita, hallamos los términos de la sucesion hasta el nimero n
gue se indique.

Encontrar los 5 primeros términos de la siguiente sucesion finita:

15
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(bn) _ ((_1)n+1)

n

Solucién

Remplazandon =1, 2, 3, 4, 5 tenemos

{an} =1, —g,

W
NN
ul | »

Cuando sucesion continla indefinidamente se denomina sucesion es infinita. Por
ejemplo, {an} =3, 6,9, 12, ...

Conjunto correspondiente a una sucesion
Denominamos conjunto correspondiente a una sucesion a todos los elementos distintos
gue constituyen la sucesion.

Ejemplo

Escriba el conjunto correspondiente a los elementos de la sucesion de los cuadrados de
los niUmeros naturales

Solucidén

{1,4,9, 16, 25, 36 ...}

A pesar de que es importante el orden que tienen los elementos en una sucesion, para
este caso como se esté trabajando con conjuntos, cuando se enlistan los elementos en
el conjunto su orden no es significativamente relevante.

Funcién caracteristica
Podemos definir la funcion caracteristica como una regla que le asigna un valor a cada
elemento de un conjunto. Este concepto es muy Gtil cuando se trabaja con los conjuntos.

Ejemplo

16



Defina la funcion caracteristica fa de A, si A es un subconjunto de un conjunto universal
U

_(1six €A
falx) = {O six € A

Cuando los valores que son asignados por la funcion caracteristica son nimeros, las
funciones caracteristicas se pueden sumar y multiplicar. Otro uso que tienen esta funcién
es en la representacion de conjuntos en una computadora como se vera en la siguiente
seccion.

Representacion en computadora de conjuntos y subconjuntos

Para poder representar un conjunto o subconjunto en la computadora se debe disponer
sus elementos en una sucesion. Cuando el conjunto universal U es finito y A < U
entonces podemos usar la funcién caracteristica fa para representar la sucesion de ceros
y unos de determinada longitud, a la cual le podemos denominar n. En este caso la
funcidén caracteristica le asignard un 1 a los elementos que pertenecen a Ay 0 a los que
no pertenecen a A.

Escriba la sucesién correspondiente a la representacion de la funcion caracteristica fa
usando los siguientes conjuntos U ={1, 2, 3, 4,5} yA ={2, 4, 5}

{an}=0,1,0,1,1

De esta forma, por medio de la funcion caracteristica podemos representar en una
computadora un conjunto universal como un arreglo A de longitud n. En donde, la
asignacion de un 1 o un 0 en cada posicion A[k] del arreglo A especifica un subconjunto
gue es unico de U.

17



Represente el arreglo del subconjunto A de la sucesion {an} =0, 1, 0,1, 1 correspondiente
a la representacion de la funcion caracteristica fA de los conjuntos U ={1, 2, 3, 4,5}y A
={2, 4, 5}

Técnicas de Conteo

Las técnicas de conteo son estrategias matematicas que se utilizan para contar varios
conjuntos de objetos de gran tamafio y, en donde, dicha tarea se convierte en algo
complicado.

Estas técnicas son muy usadas en probabilidad y estadistica y en funcion de su
complejidad las podemos dividir en dos grupos conformados de la siguiente forma:

1. por el principio multiplicativo y el principio aditivo
2. por las combinaciones y las permutaciones

En las siguientes secciones se explican cada una de estas técnicas.

Reglas de la suma y el producto

Laregla de la suma la podemos enunciar de la siguiente forma: dados dos sucesos S1
y S2, donde S1 puede ocurrir de “@a” maneras y S2 puede ocurrir de “b” maneras y se
cumple que ambos sucesos no pueden ocurrir al mismo tiempo, entonces la suma de
ambos sucesos puede ocurrir de a + b maneras. Se entiende que este principio puede
ser extendido a més de dos sucesos.

A partir del enunciado anterior y trabajando con la teoria de conjuntos podemos aplicar
el principio de la adicién para conjuntos disjuntos.

La regla del producto se define de manera similar: dados dos sucesos independientes
S1y S2, donde S1 puede ocurrir de “@a” maneras y S2 puede ocurrir de “b” maneras,
entonces el producto de ambos sucesos puede ocurrir de a - b maneras. Se entiende
gue este principio puede ser extendido a mas de dos sucesos.

18



Teoremas sobre el principio de la multiplicacion

El principio de multiplicacion se utiliza cuando se necesita contar los elementos de un
conjunto de producto cartesiano, en donde, los elementos del conjunto con el que
estamos trabajando estan formados por pares de elementos.

Recordemos que en este tipo de conjuntos el primer elemento pertenece al primer
conjunto y el segundo elemento al segundo conjunto. El teorema indica que se debe
multiplicar el numero de elementos de cada conjunto como se muestra en la siguiente
formula, sean A y B dos conjuntos, para conocer la cantidad de elementos del producto
cartesiano

|AxB| =|A| x|B]|
También podemos generalizar esta formula a tres o0 mas conjuntos:

|JAxBxC|=]A|x|B|x|C|

Permutaciones

A la disposicion en orden de los elementos de un conjunto se le conoce como
permutacion. En el caso de que el conjunto ya se encuentre ordenado de una forma
distinta a la cual se necesita que este se encuentre ordenado, entonces se tendra que
volver a ordenar, al proceso de reorganizar sus elementos se llama permutar.

La siguiente férmula nos permite calcular el numero de permutaciones de “n” elementos
tomados de “k” en “k”:

n!

=

Tres personas se han presentado a un concurso. El concurso otorga $400 al primer lugar
y $200 al segundo. ¢De cuantas formas se pueden repartir los premios de primer y
segundo lugar?

19
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Dado que en este ejemplo si importa el orden debido a que los premios son diferentes,
se verifica que estamos frente a un problema de permutacion. Para resolverlo tenemos
que:

e n =3 sera el numero total de participantes
e k=2 seran los premios

desarrollamos la formula

n!
Pl = ———
o (n=k)!
3!
P} = ———
27 (3-=-2)!
P =6
Combinaciones

Cuando se hace una seleccién sin tener en cuenta el orden de los elementos de un
conjunto se le denomina combinacién.

La siguiente formula nos permite calcular el numero de combinaciones de “n” elementos
tomados de “k” en “k”:
n!

. !
Cr = (n —k)'k!

Ejemplo 1

Dados n = 10y k = 3, encuentre el nUmero de combinaciones.

Solucién
n!
Cp =
7 (n—k)'k!
10!

ClO —
3 (10 — 3)!3!

20



c3° = 120

Dado un grupo de 10 personas, de estos se tiene que 4 son mujeres y 6 son hombres.
Determine

a) el numero de formas en que se puede elegir un representante del grupo
b) el nimero de formas en que se puede elegir un comité de 3 miembros, donde al
menos uno de los miembros sea mujer.

a) de las 10 personas solo se elige una persona sin importar el orden

n!
Ch =
K (n=k)k!
10 _ 10!

L ao-1nr

C{° = 10 formas

b) en la segunda pregunta se nos solicita que al uno de los 3 miembros sea mujer
nos permite tener un comité formado por 1, 2 o 3 mujeres. Por lo tanto, se deben
considerar esas tres opciones en nuestro resultado. Se desarrollara cada uno de
los escenarios por separado y al final se totalizaran cada resultado para encontrar
el resultado final.

1) si el comité esta formado por una mujer, tendremos una combinacién de 1
mujer del grupo de 4 y 2 hombres del grupo de 6.

4! 6!
G-DI " (6-2)2

Cix CS =
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Cix C8 = 4x15

Cix C2 = 60 formas

2) si el comité estd formado por dos mujeres, tendremos una combinacion de
2 mujeres del grupo de 4 y 1 hombre del grupo de 6.

4! 6!
G-2)0121" (6=

Cix CP =

CixCP = 6x6

Cix C2 = 36 formas

3) si el comité estd formado por tres mujeres, tendremos una combinacion de
3 mujeres del grupo de 4 y no se selecciona ningin hombre.

. 41 6!
Cix CS =
3X 50T =331 (6 -0yl

CixCé=4x1
Cix C® = 4 formas

En total:

60 + 36 + 4 = 100 formas tener un comité formado por 1, 2 o 3 mujeres
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En este capitulo se estudian los conceptos fundamentales para trabajar con las
relaciones y los grafos dirigidos. Estos son muy utiles en distintas areas de aplicacion,
por lo cual resulta importante su dominio en la informatica.

Producto cartesiano o conjunto producto
Se denomina producto cartesiano o conjunto producto A x B de dos conjuntos no vacios
A y B, al conjunto de todos los pares ordenados (a, b) en donde a € Ay b e B.
Formalmente, se define de la siguiente forma:

AxB={@b)|]a € Ayb € B}

También se define el par ordenado (a, b) como el listado de los elementos ay b en un
orden establecido, esto es, en el primer término aparece a y en el segundo término
aparece b. A partir de esta definicién, podemos indicar que un par ordenado es una
secuencia de longitud 2. Ademas, se verifica la igualdad de dos pares ordenados (a1, b1)
y (a2, b2) cuando se cumple que a1 = a2 'y ba = b2. También se cumple que el cardinal de
los conjuntos A y B corresponde al tamafio de un producto cartesiano A x B, esto es, A
x B = |A| x |B].

Encuentre el producto cartesiano de los conjuntos A = {1, 2} yB ={3, 4, 5}.

AxB={1,2}x{3, 4,5}
AxB={(1,3), (1, 4), (1,5), (2, 3), (2, 4), (2, 5)}
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Relaciones y digrafos

Relaciones
Una relacion R de A a B, donde ambos conjuntos no estan vacios, es un subconjunto
de A x B. De esta forma, a esta relacionado con b por R (aRb)siRcAxBy(a, b)

R, lo contrario sera que a no estéa relacionado con b por R (aRb).

Tendremos una relacién sobre A, R < A x A, (no se denomina una relacion de A a A)
cuando Ay B son iguales.

Defina la relacion aRb de los conjuntos A ={c, d, e}y B ={m, n}

R ={(c, m), (¢, n), (d, m), (d, n), (e, m), (e, n)}

Defina larelacibn aRbdea<ben A={1, 2, 3, 4, 5}.

R={(1,2),(13),(1,4),(15),(223),(2,4).(25),(3,4), (35), (4 5}

Conjuntos que surgen de las Relaciones
Dominio y Rango de la Relacién

El conjunto de elementos de A que estan relacionados con algun elemento de B se le
denomina dominio de Ry esta denotado por Dom(R). En esta definicion el subconjunto
de A en el dominio, es el conjunto de todos los primeros elementos de los pares que
forman R.

Por otro lado, el conjunto de elementos de B que estan relacionados con algin elemento
de A se le denomina el rango de R y es designado por Ran(R).

Dados los conjuntos A ={1, 2, 3, 4}y B ={a, b, c, d} que tienen una relacibn R de Aa B
igual a R ={(2, ¢), (1, d), (3, d), (2, @)}. Encuentre el dominio y el rango de R.
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Solucién
Dom(R) ={1, 2, 3}
Ran(R) ={a, c, d}

Relacion inversa

La relacion que asocia a los elementos de B con los de A de los conjuntos A, B y con
una relacion R € A x B se denomina relacién inversa de R, y se representa por R,
Formalmente se define como:

R1={(b,a) e AxB|(a b)€R}

Matriz de una relacion

Se utiliza para representar una relacion R de X a Y, se etiquetan las filas con elementos
de Xy las columnas se etiquetan con los elementos de Y. Se representa R por la matriz
m x n, Mr = [mij], la cual se define por

_ {1 Si (xi,yj) ER
My = 0 si (xl-,yj) &R

Ejemplo

Escriba la matriz de relacion Mg, de R = {(1, b), (1, d), (2, ¢), (3, ¢), (3, b), (4, @)} y los
conjuntos X ={1, 2,3,4}y Y ={a, b, c, d}.

Solucién
a b ¢ d
1{0 1 0 1
Mg = 210 0 1 0
310 1 1 0
411 0 0 0
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Digrafos

Los digrafos nos permiten expresar graficamente las relaciones. Una relacion de A en B
se representa dibujando un circulo para cada elemento tanto de A como de B a los cuales
se les denomina nodos. Estos nodos estaran conectados entre si mediante lineas rectas
denominadas arcos si el par x € A, y € B esta en la relacion. Los arcos tienen una
direccion que esta indicada mediante una flecha a estos se les denominan arcos
dirigidos. La direccion del arco empieza en el primer elemento del par y termina en el
segundo elemento del par. Al grafo resultante se le denomina grafo dirigido o digrafo.

Formalmente se define un grafo dirigido o digrafo como un par ordenado D = (A, R),
donde:

e A es un conjunto finito denominado conjunto de nodos de D
e R es una relacién binaria definida sobre A y cuyos elementos de R se le
denominan arcos de D.

Dibuje el grafo dirigido de la relacion R = {(a, 1), (a, 3), (b, 2), (b, 3)}.

1
a

2
b

3

Figura 5. Grafo dirigido de la relacion R ={(a, 1), (a, 3), (b, 2), (b, 3)}. Elaboracion propia.

Otras definiciones importantes relacionadas con los digrafos son:

% El grado interno o grado de entrada (gre) de un nodo: es el nimero de aristas que
terminan en ese nodo.
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« El grado externo o grado de salida (grs) de un nodo: es el nimero de aristas que

salen de ese nodo.
% El grado de un nodo (gr): es la suma de sus grados internos y externos, esto es,

gr(v) = gre + grs.
Ejemplo

Dado el grafo dirigido D = (A, R) que se muestra en la figura

con el conjunto A={a, b, c,d}y R ={(a, a), (a, c), (b, c)}. Encuentre:
a. los grados de entrada de cada nodo
b. los grados de salida de cada nodo
c. los grados de cada nodo

Solucién

a. Los grados de entrada son:

gre(a) =1
gre(b) =0
gre(c) =2
gre(d) =0
b. Los grados de salida son:
grs(a) =2
grs(b) =1
grs(c) =0
grs(d) =0
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c. Los grados de cada nodo son:

gr@=1+2=3
grp)=0+1=1
gr(c)=2+0=2
gr(d)=0+0=0

Trayectoria en relaciones y digrafos
Una secuencia finita & a, X1, X2, ..., Xn-1, b que comienza con a y termina con b, tal que

aR X, x1R X2, ..., xn-1 R b.
es una trayectoria de longitud n en una relaciéon R sobre un conjunto A de a a b.
Una trayectoria de longitud n involucra n+1 elementos de A.

Con la ayuda del digrafo de la relacion se puede observar visualmente con mas facilidad
una trayectoria. La longitud de una trayectoria es el nUmero de arcos que la misma
posee. Se llama ciclo a una trayectoria que comienza y termina en el mismo vértice.

Ejemplo
Encuentre la trayectoria de longitud 2 para el siguiente digrafo con la relacion R = {(1, 3),

(3, 2), (4, 2), (5, 4)} en el conjunto A ={1, 2, 3, 4, 5}.

1 4

Solucion
Las trayectorias de longitud 2 son:
n: 1,32
n:5,4,2
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Cuando hay una trayectoria de longitud n de x ay en R, se define una relacion R"
sobre A como x R"y.

Existe una relacion de conectividad para R, R” sobre A, cuando hay alguna trayectoria
en R de x ay la cual se denota como x R*y. El conjunto de esta relacion de conectividad
R* estad formado por todos los vértices que puede alcanzarse desde x por alguna
trayectoria de R.

Ejemplo

Utilizando el siguiente grafo

4

calcular:

a. R
b. R®

Solucidén

a. R?
1R?1puestoquelR1y1R1
1R?2puestoque1R3y3R2
2R?2puestoque2R3y3R?2

R*={(1,1), (1, 2), (2, 2)}

b. R*={(, 1), (1, 3), (1, 2), (2, 3), (3, 3), (2, 2), (4, 3), (4, 2)}
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En esta relacion de conectividad se verifican todos los pares ordenados de
veértices para los cuales haya una trayectoria de cualquier longitud del primer
vértice al segundo.

Propiedades de las relaciones
Para las siguientes propiedades la relacién R esta definida sobre un conjunto A.

Propiedad reflexiva:

También conocida como idéntica. Si para todo x € A entonces (X, X) € R y es reflexiva.
En resumen, el elemento esta relacionado consigo mismo V x € A se cumple que (X, X)
€ R.

Indique si la siguiente relacion R ={(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)} sobre el conjunto X = {1,
2, 3, 4} es reflexiva.

La relacion R es reflexiva, se verifica que cada elemento x € X, (X, X) € R.

Propiedad antirreflexiva:

También conocida como irreflexiva. Si para todo x € A se cumple que x no esta
relacionado consigo mismo, es decir que (x, X) € R entonces la relacion es antirreflexiva.

Indigue si la siguiente relacion R = {(1,2), (2,1), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)} sobre el
conjunto X ={1, 2, 3, 4} es antirreflexiva.

La relacion R es antirreflexiva, se verifica que cada elemento x € X, (X, X) € R.
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Una relacion R es simétrica si para todo x, y € A existe (X, y), (y, X) ambos pares
pertenecientes a R. En resumen, V X, y € A se cumple que si (X, ¥) € R entonces (y, x) €
R.

Propiedad simétrica:

Ejemplo

Indique si la siguiente relacion R = {(1,1), (1,3), (2,2), (2,4), (3,1), (4,2), (4,4)} sobre el
conjunto X ={1, 2, 3, 4} es simétrica

Solucion

Se verifica que cada par (X, y) y (Y, X) exista en la relacion
(1,3), (3,1)

(2,4), (4,2)

esta condicién se cumple en los pares anteriores.

En los siguientes pares se encuentran implicitos

(1,2), (2,2), (4,4)

Por lo tanto, la relacion es simétrica

En una relacién simétrica el grafo posee arcos dirigidos en ambas direcciones, es decir,
devawydew av. De esta forma el grafo cumple con esta propiedad. Esto se muestra
en el siguiente grafo correspondiente a la relacion R = {(1,1), (1,3), (2,2), (2,4), (3,1),
(4,2), (4,4)} sobre el conjunto X ={1, 2, 3, 4} del ejemplo anterior.

Figura 6. Grafo dirigido de la relacion simétrica R = {(1,1), (1,3), (2,2), (2,4), (3,1), (4,2), (4,4)}. Elaboracion propia.
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Propiedad antisimétrica:

Una relacién R es antisimétrica si para todo X, y € X se cumple en R alguna de las
siguientes condiciones:

e SiXx,yJ)ERY (Y, X) 2 Ro(y,X) ERY(X,Y) ¢ Rentoncesx#y
e sSi(X,y)ERY(Y,X) €ERentoncesx =y

Indique si la siguiente relaciéon R ={(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4), (1,1), (2,2), (3,3),
(4,4)}, sobre el conjunto X ={1, 2, 3, 4} es antisimétrica.

Se verifica que si existe el par (X, y) en R no exista el par (y, x) en R para x #y
(1,2 eRpero(2,1) ¢ R

(2,3)eRpero(3,1) ¢ R

(1,4 eRpero(4,1) ¢ R

(2,3)eRpero(3,2) ¢R

(2,4) eRpero(4,2) ¢R

(3,4 eRpero(4,3) ¢R

Se verifica que existe el par (x, y) en R parax =y

{1.1), (2,2), (3, 3), (4, 4}

Entonces la relacidon R es antisimétrica.

Propiedad asimétrica:

Una relacion R es asimétrica si para todo x, y € X, si (X, y) € R entonces (y, X) ¢ R.

Por definicién los pares (n, n) no pueden estar en esta propiedad. También se verifica
gue las relaciones asimétricas son antirreflexivas.
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Indique si la siguiente relacion R = {(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)} sobre el conjunto
X ={1, 2, 3, 4} es asimétrica.

Ejemplo

Solucién

Se verifica que si existe el par (X, y) en R no exista el par (y, X) en R
(1,2)eRpero(2,1) ¢ R
(1,3)eRpero(3,1) ¢ R
(1,4 eRpero(4,1) ¢ R
(2,3)eRpero(3,2) ¢ R
(2,4 eRpero(4,2) R

(34)eRpero(4,3) ¢ R

Entonces la relaciéon R es asimétrica.

Propiedad transitiva:

Una relacion R es transitiva si se cumple que, paratodo x,y, z € A, si (X,Y), (¥, 2) ER
entonces (X, z) € R.

Ejemplo

Indique si la siguiente relacion R ={(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)}, sobre el conjunto
X ={1, 2, 3, 4} es transitiva.

Solucién

Se verifica que si existe (x, y) y (Y, z) en R exista (X, z) en R

x,y) v, 2) (x, 2)
1, 2) 2, 3) 1, 3)
1, 2) 2, 4) 1, 4)
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(1, 3) (3, 4) 1, 4)
(2, 3) (3,4) (2, 4)

Entonces la relacion R es transitiva.

Relaciones de equivalencia
Sea R una relacidon sobre un conjunto A, si R es una relacion reflexiva, simétrica y
transitiva entonces es una relacion de equivalencia.

Indique si la siguiente relacion R ={(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (1,3), (3,4), (1,4), (3,1), (4,3),
(4,1)} sobre A ={1, 2, 3, 4} es una relacién de equivalencia

1. Se verifica que la relacion R es reflexiva porque (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4) e R.

2. Se verifica que la relacion R es simétrica porque (1,3) eRy (3,1)eR, (3,4 €R
y(4,3)eER, (1,4 eRy4,1)ER.

3. Se verifica que la relacion R es transitiva porque (1, 3), (3,4)y (1, 4) € R, (3, 1),
1,3)y(3,3)eR,(1,4),(4,3)y(1,3)eER, (4,1),(1,4) y (4,4 eR.

Como la relacion R es reflexiva, simétrica y transitiva entonces R es una relacion de
equivalencia.

Clases de equivalencia

Se definen las clases de equivalencia a partir de relacién de equivalencia R sobre un
conjunto A.

[P}

El conjunto de todos los elementos x que estan relacionados con un elemento “a” del
conjunto A, al cual denotamos como [a], se le denomina clase de equivalencia.
Formalmente se define como [a] ={x € A | X R a}.

Dada la relacion de equivalencia R = {(1, 1), (1, 3), (1, 5), (3, 1), (3, 3), (3, 5), (5, 1), (5,
3), (5, 5), (2, 2), (2, 6), (6, 2), (6, 6), (4, 4)} sobre X ={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Encuentre las
siguientes clases de equivalencia:
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a. [1]
b. [2]
c. [3]
d. [4]

Para encontrar las clases de equivalencia debemos considerar la definicion [a] = {x € A |
X R a}, entonces para el primer caso tendremos que la clase de equivalencia de [1] que
contiene a 1 consiste en todas las x tales que (x, 1) € R y de manera similar los demas
casos.

a. [1]={1, 3,5}
b. [2] =[6] ={2, 6}
c. B1=[51={1,3, 5}
d. [4]={4}

Definicion de funcion

Dados dos conjuntos finitos A y B al conjunto de pares ordenados en donde a cada
miembro de un conjunto A se le asigna exactamente un miembro de un conjunto B se le
denomina funcién.

Formalmente, se define una funcion f de A a B como un subconjunto del producto
cartesiano A x B que tiene la propiedad de que para cada a € A, existe exactamente

una b € B tal que (a, b) € f. En ocasiones denotamos una funcion f de A a B como f: A
— B.

Dados los conjuntos A ={1, 2, 3} y B ={1, 2, 3}, indique si las siguientes relaciones son
funciones o no.

a. R1={(1, 2), (2, 3), (1, 3)}
b. R2={(1, 2), (2, 3), (3, 3)}
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Verificamos cada relacién con la definicion y nos apoyaremos del diagrama de flechas
para ver la relacién con mayor claridad.

a. Se verifica que el elemento 3 € A no se encuentra en la relacion R1 ={(1, 2), (2,
3), (1, 3)}. Esto se puede observar mejor en el diagrama de flechas donde no
existe una flecha que salga del elemento 3.

~

Por lo tanto, R1 ={(1, 2), (2, 3), (1, 3)} no es una funcion.

~

b. Se verifica que todos los elementos del conjunto A se encuentran en la relacién
R2={(1, 2), (2, 3), (3, 3)}, esto se puede observar mejor en el diagrama de flechas.

Por lo tanto, R2 = {(1, 2), (2, 3), (3, 3)} si es una funcién.

Se denomina dominio, Dom, de f al conjunto Ay al rango, codominio o imagen de f,
Ran, al conjunto de todas las imagenes f (a) de los elementos del conjunto A como se
muestra en el siguiente diagrama de flechas.
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Conjunto A Conjunto B

Dominio f(a)
Rango
Figura 7. Definicion de dominio y rango. Elaboracién propia.
Ejemplo

Dada la siguiente funcion f = {(1, a), (2, b), (3, a)} escriba el conjunto correspondiente al
dominio y al rango.

Solucion
Dom ={1, 2, 3}
Ran ={a, b, c}

Tipos de funciones especiales

Funcion inyectiva

La funcion inyectiva, también denominada de uno a uno, es aquella en donde cada
elemento del codominio o rango tiene un unico elemento del dominio. En esta funcién
dos pares no van a tener el mismo segundo elemento.

Ejemplo
Indique si la siguiente funcion es inyectiva con Dom = {1, 2, 3}, Codominio = {1, 2, 3}
f={1,2),(2,3), 3, 1)}

Solucién
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Verificamos la funcién con la definicion y nos apoyaremos del diagrama de flechas para
ver la funcidn con mayor claridad.

Como los pares no tienen el mismo segundo elemento se concluye que la funcion es
inyectiva. Esto se puede observar mejor en el diagrama de flechas.

Funcion suprayectiva

Si cada elemento del codominio aparece en algun par ordenado entonces la funcién es
suprayectiva. A esta funcién también se le conoce como sobreyectiva. De forma
resumida en este tipo de funcién, no sobran elementos en el codominio

Ejemplo
Indigue si la siguiente funcién es suprayectiva con Dom = {1, 2, 3}, Codominio = {a, b, c}

f={1, a),(2,c), (3, b}

Solucién
Como no sobran elementos en el codominio se concluye que la funcion es suprayectiva.
Esto se puede observar mejor en el diagrama de flechas.
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Funcion invertida

Una funcién invertida es uno a uno y sobreyectiva de Y a X, {(y, X) | (x, ¥) € f}
Recordemos que f es una funcion uno a uno, sobre de X a Y. A este tipo de funcién se
le denotada como f 1.

Ejemplo

Escriba la funcion invertida para la funcion f = {(1, a), (2, c), (3, b)} con Dom ={1, 2, 3},
Codominio = {a, b, c}.

Solucién
f-1={(a, 1), (c, 2), (b, 3)}

Esta se muestra en el siguiente diagrama de flechas.

Funciones idénticas
Se dice que dos funciones, f: A - By g: C —» D, son idénticas cuando cumplen lo
siguiente:

1. tienen el mismo dominio, A=C

2. tienen el mismo codominio, B =D

3. asignan la misma imagen a cada elemento del dominio, esto es, para cada x € A
y X € B se tiene que f(x) = g(x).
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Composicion de funciones

Dadas dos funciones fy g, donde g una funcion de X a Y y f una funcion de Y a Z, la
funcion (f - g) (x) = f (g(x)) de X a Z es la composicion de f con g. A esta composicion se
le denota como f ° g.

Ejemplo

Escriba la composicion f - g de X a Z de las funciones

g={(, a), (2,a), (3, c)}unafuncion de X ={1,2,3}ta¥Y ={a, b, c}y
f={@,y), (b, x), (c, 2)}, una funcionde Y a Z = {x, y, z}

Solucién

feg={1 ). (2Y) (3 2)}

Esta se muestra en el siguiente diagrama de flechas.

X Y

Figura 8. Composicion de Funciones. Paso a paso. Elaboracion propia.
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Capitulo III: Semigrupos, Grupos y Codificacion de Informacion
Binaria

Semigrupos y Grupos
Operaciones binarias sobre un conjunto

Definiciones

A la regla que asigna a cada pareja ordenada de elementos de un conjunto A un unico
elemento del mismo conjunto A se le denomina operacion binaria. A estas operaciones
binarias se le denota por el simbolo *, por otro lado, al elemento asignado se le denota
como a*b, en donde ay b son elementos de Ay a*b € A.

Ejemplo

Se define la operacién binaria a*b como méx{a, b} sobre el conjunto de nimeros enteros.
Escriba las siguientes operaciones binarias:

a. 2*4
b. -3*-5)

Solucidén
a. 2*4=max{2,4}=4
2*4 = 4

b. -3*-5) = max{-3,-5} = -3
-3*(-5) = -3

Propiedades de las operaciones binarias

En esta seccion se explican las propiedades de las operaciones binarias. Primero se
define cada una de ellas y luego se muestra un ejemplo.

Propiedad conmutativa

Si a*b = b*a para todos los elementos a y b en el conjunto A, entonces la operacién
binaria * sobre el conjunto A es conmutativa.
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Compruebe si la operacidén binaria a*b definida como a+b con a =5y b = 2 es
conmutativa.

Ejemplo

Solucién

Verificamos que se cumpla la definiciébn a*b = b*a que para nuestro ejemplo es

a+b = b+a
a+b =5+2
atb =7
b+a =245
b+a=7

Por lo tanto, se cumple que a+b = b+ay la operacion binaria 2 es conmutativa.

Propiedad asociativa

Si a*(b*c) = (a*b)*c para todos los elementos a, b y ¢ en el conjunto A, entonces la
operacion binaria * sobre un conjunto A es asociativa.

Ejemplo

Compruebe si la operacién binaria a*b definida como 2a+(b+c) con a=3, b=4 y c=1 es
asociativa.

Solucién

Verificamos que se cumpla la definiciébn a*(b*c) = (a*b)*c que para nuestro ejemplo es
2a+(b+c)

2a+(b+c) =2-3 + (4+1)
2a+(b+c) =11
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(2atb)+tc=(2:3+4) + 1
(2atb)+c =11

Por lo tanto, se cumple que a*(b*c) = (a*b)*c y la operacion binaria 2 es asociativa.

Semigrupos
Definiciones

A la operacion binaria asociativa * definida en un conjunto no vacio S se le denomina
semigrupo y se denota como (S, *).

Al semigrupo en donde la operacion es conmutativa se le denomina semigrupo
conmutativo, también conocido como abeliano.

Por otro lado, al semigrupo M = (M, %) con una operacion binaria con el elemento unidad,
también llamado elemento unidad para la multiplicacion y elemento neutro para la
adicién, se le denomina monoide. Cuando la operacion es conmutativa al monoide se le
denomina monoide conmutativo o abeliano.

Teoremas de los semigrupos
Una forma de verificar si una operacién binaria definida sobre un conjunto pertenece a
un semigrupo es verificando que cumpla con estos dos teoremas:

Teorema 1:

Si (S, *) es un semigrupo y Xi € S, entonces xi1 * X2 * X3 * ... * Xn €S un miembro Unico de
SVvneN.

Teorema 2:

Si (S, *) es un semigrupo conmutativo, entonces (x*y)n =x"*y" ¥VxeSyVvVneN.
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Verifique si (S, *) es un semigrupo con la operacion binaria a*b de maximo de a, b, para
todo a, b y ¢ que pertenecen al conjunto los nimeros reales R.

Verificando la definicién de semigrupo tenemos que:

1. la operacion binaria a*b de maximo de a, b, para todo a, b y ¢ es asociativa porque
Méax {max {a,b}, c} = Max {a, max {b,c}}
2. Va,b,ceR

Por lo tanto, (R, *) es semigrupo

Productos y Cocientes de los semigrupos
Productos de los semigrupos

Se define el producto de Xy Y, dos subconjuntos del semigrupo S, por XY ={xy | x € X,
yeY}

Cocientes de los semigrupos

Para comprender mejor la definicion de cociente de semigrupos se define la relacion de
equivalencia estable de un semigrupo como:

Dado un semigrupo Sy una relaciéon de equivalencia sobre S, =. Si se verifica que para

todoa;a’;b;b'eStalesquea=a'yb =Db’, se tiene a:b = a"b’entonces se dice que la
relacion = es estable con la operacion : en (S; :)

Teorema

Sea (S; :) un semigrupo y = una relacién de equivalencia estable con la operacién .

Entonces, (S= £; :) es un semigrupo llamado semigrupo cociente de (S; :) sobre =.
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Grupos

Los grupos son un tipo particular de monoide los cuales se aplican en aquellas areas en
donde aparece una simetria tales como la fisica, quimica y las matematicas, entre otras.
En esta seccidn se define y explica la teoria de grupos.

Definiciones
Se define un grupo [G, °], si G es un conjunto no vacio y la operacién binaria * sobre G
cumple con las siguientes condiciones:

1) la operacion binaria « es asociativa

2) existe, en G, un elemento identidad

3) cada elemento perteneciente a G tiene inverso, con respecto a la operacion
binaria * en G

Cuando la operacién binaria ¢ en el grupo G es conmutativa se le denomina grupo
conmutativo.

Teoremas de los grupos
Las definiciones anteriores se resumen en los siguientes teoremas:

Teorema 1:

Si (G, *) esun Grupoy a, b, x € G, entonces ax = b, sisblosi,x=a-1byxa=Db,siy
sélo si x = ba-1

Teorema 2:

(G,*)esun Grupo y a, b, c € G, siab = ac o ba = ca, entonces b = c. Llamada Ley de
Cancelacion.

Teorema 3:

(G, *) es un Grupo finito y a € G, entonces an = 1 paraalginn € G.
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Verifique si (R+, *) es un grupo, donde R+ es el conjunto de los numeros reales positivos
y * es la operacidén de multiplicacion sobre los reales positivos.

Verificando la definicién de grupo tenemos que:

+ La multiplicacién es una operacién asociativa y conmutativa, por lo que se cumple
con la primera condicion

+ En el conjunto R+, el nimero real positivo 1 sirve de identidad x « 1 =1 * x = X, por
lo que se cumple con la segunda condicién

. . . 1 . 1
+ En el conjunto R+, todo x en R+ tiene inverso ~en el conjunto R+, porque x - C=

1 .
X = 1 y de esta forma se cumple con la tercera condicion

Por lo tanto, (R+, ) es un grupo conmutativo.

Productos y Cocientes de los grupos
Producto de los grupos

Dados dos grupos H y K se define el producto como el conjunto
HxK={(h,k)|heH, keK}
dotado de la operacion

(h1, k1) - (h2, k2) = (h1hz, kik2)

Cociente de los grupos

Antes de definir el cociente de los grupos debemos revisar la definicion de los subgrupos
normales.

Subgrupo normal

Dado un subgrupo H de un grupo G, se dice que H es normal en G si gH = Hg para todo
g € G. En otras palabras, cuando coinciden las clases laterales izquierdas y derechas.
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Grupo cociente

Se denomina grupo cociente de G por N al grupo de las clases laterales del subgrupo
normal N de un grupo G que forman un grupo G/N con la operacion (aN)(bN) = abN.

La correcta codificacion de la informacion es muy importante en la transmision de la
informacion, es por ello que vamos a dedicar la siguiente seccion al estudio de los temas
relacionados con la codificacion de informacion binaria, decodificacion, deteccion y
correccion de errores.

Codificacion de informacion binaria y deteccion de errores
Para transmitir la informacion es necesario codificarla. La forma méas usual es utilizar la
informacion binaria, por medio de la cual se envian los mensajes o cadenas de palabras.

Durante la transmision o el almacenamiento los datos pueden corromperse debido a
distintos fendmenos no deseados, algunos de ellos pueden ser subidas de tensién, ruido
eléctrico, puntos defectuosos en los discos o cintas, entre otros. Es por esta razén que
es muy util poder detectar y hasta corregir los errores en los datos.

Podemos encontrar distintas formas de errores tales como la eliminacion de un bit o la
adicién de un bit, la inversion de un bit de 0 a 1 o viceversa. También, se pueden afectar
varios bits sucesivos, a lo que se le llama errores de rafaga.

Existen dos estrategias para tratar los errores:

Cddigos detectores de error: en esta estrategia se incluye una cantidad de bits
redundantes en los datos que se transmiten. De esta forma, el receptor puede detectar
gue se ha producido un error y solicitar la retransmisién del mensaje.

Podemos detectar errores utilizando un codigo de paridad simple, sin embargo debemos
tener en cuenta que este sélo puede detectar errores de nimeros impares.

Codigos correctores de error: al igual que en la estrategia anterior, se incluye
informacion redundante de forma tal que le permita receptor deducir cual fue el caracter
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gue se transmitio. De esta forma, el receptor puede corregir un nimero limitado de
errores.

Antes de explicar la forma en la que pueden manejarse los errores veamos coOmo se
codifican los datos debido a que una palabra de datos de longitud m bits es transformada
en palabras codificadas de n bits antes de transmitirse. Empecemos por definir una
unidad de datos, que en este contexto se le denomina trama. La trama consiste en m bits
de datos y r bits redundantes los cuales son usados para la verificacion. La longitud total
de unatramanesigualan=m +r. Se conoce como palabra codificada a la unidad de
n bits que contiene datos y bits de redundancia.

Un concepto muy importante es la distancia Hamming la cual se define a continuacion.

Distancia Hamming

Definimos la distancia Hamming entre dos palabras codificadas de n bits v1 y v2, como
el niamero de bits en el que difieren v1y v2. La distancia Hamming se denota como d(v1,
v2).

Encuentre la distancia Hamming de las palabras codificadas de n bits vl = 10001001 y
v2 = 10110001

Verificando el nUmero de bits en el que difieren v1 y v2 tenemos

10001001
10110001

v

V2

Por lo tanto, d(v1, v2) =3

Distancia Hamming minima

A la distancia Hamming mas pequefia entre todos los posibles pares de palabras
codificadas de un esquema de codificacion se le denomina distancia Hamming minima y
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se denota como dmin. El valor corresponde a la distancia Hamming mas pequefia entre
todas las encontradas en las palabras codificadas del esquema.

En la deteccidén de errores se utiliza la codificacion en bloques. En la codificacion en
bloques la misma palabra de datos es transformada siempre en la misma palabra
codificada. A este proceso de codificacion en bloques se le denomina de uno a uno. Se
denominan palabras validas a las palabras codificadas a partir de una palabra de datos.
Se tendra 2" — 2™ palabras codificadas que no seran utilizadas, a estas se les denomina
invalidas.

En este enfoque a partir de palabras de datos el emisor crea las palabras codificadas
para ello se utiliza un generador el cual se encarga de aplicar las reglas y procedimientos
de codificacion especificos de acuerdo con el esquema empleado.

Debemos estar claros que cada palabra codificada puede variar durante su transmision.
Si al recibirla el receptor, la misma no es valida, entonces sera descartada. Por el
contrario, si al ser modificada resulta codificada como valida, entonces el error no sera
detectado.

En la siguiente seccion veremos coémo decodificar la palabra y corregir los errores.

Decodificacion y correccion de errores
En la seccion anterior se mencionaron dos métodos de deteccion de errores. En este
apartado se desarrollaran los métodos de correccién de errores.

Existen dos formas en las que se pueden tratar la correccion de errores:

+ Cuando en un fragmento de datos se detecta el error entonces el receptor solicita
la retransmision al emisor de dicho fragmento de datos.

+ Cuando se esta utilizando suficiente informacion redundante que le permite al
receptor detectar el error y aplicar el método corrector para corregir dicho error.

Basados en la explicacion de la codificacion en blogues de la seccidén anterior podemos
indicar que, para detectar un error en la palabra codificada, el receptor sélo necesita
saber si la misma es invalida. Luego de recibir una palabra invalida se realiza el calculo
de la distancia Hamming entre la palabra recibida y las palabras validas para encontrar
la distancia menor la cual nos indicara la palabra codificada valida que originalmente
transmitié el emisor.
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El error no podra ser corregido y la palabra recibida se descartara si al realizar el calculo
de la distancia Hamming minima, dos o mas palabras validas tienen un mismo valor.

Propiedades de la distancia de Hamming:

«+ d(a, b) =d(b, a)
+ d(@ b)=0siysélosia=b
=+ d(a, b) +d(b, c) > d(a, c)

donde, d es el numero de bits p que son diferentes entre el mensaje emitido y el recibido.
Con esta informacién tenemos que

+ Se puede detectar un error de peso p,sid >p +1
+ Se puede corregir p digitos, sid >2p + 1

Ejemplo
Calcule la distancia minima de Hamming d si queremos

a. detectar 4 errores
b. corregir 4 errores

Solucidén

a. para detectar 4 errores, p =4

d=p+1
d=4+1
d=5

la distancia minima de Hamming debe ser de 5

b. corregir 4 errores, p =4

d=2p+1
d=2@4)+1
d=9

la distancia minima de Hamming debe ser de 9
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Universidad Tecnoldgica de Panama
Facultad de Ingenieria de Sistemas Computacionales

Estructuras Discretas para la Computacion

Prueba #1
Nombre: Cédula: Grupo:
Profesor: Dr. Carlos A. Rovetto Puntos Obtenidos: /

1. Defina el conjunto A con los elementos d, e, g, h por
a. Enumeracién
b. Diagrama de Venn
2. Defina por comprension
a. el conjunto M correspondientes a los meses del afio
b. el conjunto P correspondientes a las provincias del pais
3. Indigue si B es un subconjunto de A en los siguientes casos:
a. A={8, 2,4, 10, 25}, B={10, 25, 8}

b. A={f,g,m,n,p},B={c, de,f}
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Universidad Tecnoldgica de Panama
Facultad de Ingenieria de Sistemas Computacionales

Estructuras Discretas para la Computacion

Prueba #2
Nombre: Cédula: Grupo:
Profesor: Dr. Carlos A. Rovetto Puntos Obtenidos: /

1. Encuentre la cardinalidad de los siguientes conjuntos

a. A={o,p,q,1,s,t}

b. B={{c, d}, {e, g}, {h, j, o}}
2. Encuentre el conjunto potencia P(A) del conjunto A ={m, n, o, p}
3. Realice la union de los conjuntos A={o, p,q,r}yB={m, n, o, p}

4. Realice la interseccion de los conjuntos A={1, 2, 3,4, 5,6}y B ={3, 4, 10, 12, 25}
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Universidad Tecnoldgica de Panama
Facultad de Ingenieria de Sistemas Computacionales

Estructuras Discretas para la Computacion

Prueba #3
Nombre: Cédula: Grupo:
Profesor: Dr. Carlos A. Rovetto Puntos Obtenidos: /

1. Compruebe que los conjuntos A ={b, ¢, d, e} y B = {h, ], k} son disjuntos.
2. Encuentre el complemento relativo, A—B,de A={m,n,r,s,w}yB={r, w, x, z}
3. Encuentre la diferencia simétrica, AAB,de A={g,h,k, m}yB={e, f,g,rs,t}

4. Utilizando el principio de adicién, encuentre la cantidad de elementos de |A U B|
para los siguientes casos:

a. A={m,n,o,p},B={p,q,r, s}

b. A={1,2,3,4,6},B={3,4,5,9},C={1,3,4,7, 8}
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Universidad Tecnoldgica de Panama
Facultad de Ingenieria de Sistemas Computacionales

Estructuras Discretas para la Computacion

Prueba #4
Nombre: Cédula: Grupo: -
Profesor: Dr. Carlos A. Rovetto Puntos Obtenidos: /

1. Escriba los términos y su posicion de la siguiente sucesién {an} =1, 3, 5,7, 9,...

2. Calcular los 5 primeros términos de la sucesion recurrente con dados los primeros
dos términos a1 = 1, a2 = 2 y el término general an = an-1— an-2

3. Escriba el conjunto correspondiente a los elementos de la sucesion de los
nameros pares

4. ¢Cuantas formas diferentes hay de colocar a las letras A, B, C, D en cuatro
posiciones?

5. ¢Cuantas formas existen de escoger un grupo de 4 personas de un grupo de 10
personas?
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Universidad Tecnoldgica de Panama
Facultad de Ingenieria de Sistemas Computacionales

Estructuras Discretas para la Computacion

Prueba #5
Nombre: Cédula: Grupo:
Profesor: Dr. Carlos A. Rovetto Puntos Obtenidos: /

1. Encuentre el producto cartesiano de los conjuntos
2. Defina la relacién aRb de los conjuntos A ={1, 3,5}y B ={c, d}
3. Defina larelacion aRbdea<benA={3,5, 7, 9}

4. Dados los conjuntos A = {2, 3, 5} y B = {c, d} que tienen una relacion R de A a B
igual a R ={(2, ¢), (5, ¢), (3, d)}. Encuentre el dominio y el rango de R.

5. Escriba la matriz de relacion MR, de R ={(a, 5), (b, 3), (b, 6), (c, 5)} y los conjuntos
X={a, b, ctyY={3,5, 6}.
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Universidad Tecnoldgica de Panama
Facultad de Ingenieria de Sistemas Computacionales

Estructuras Discretas para la Computacion

Prueba #6
Nombre: Cédula: Grupo:
Profesor: Dr. Carlos A. Rovetto Puntos Obtenidos: /

1. Dibuje el grafo dirigido de la relacion R = {(1, a), (1, c), (2, b), (2, ¢)}.

2. Dado el grafo dirigido D = (A, R) que se muestra en la figura

Figura 9. Digrafo D = (A, R).

con el conjunto A ={m, n, p, g}y R ={(m, n), (p, q), (q, m)}. Encuentre:

a. los grados de entrada de cada nodo
b. los grados de salida de cada nodo
c. los grados de cada nodo
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3. Encuentre la trayectoria de longitud 2 para el siguiente digrafo con la relacion R =
{(1, 1), (1, 3), (2, 3), (3, 2), (3, 3), (4, 3)} en el conjunto A ={1, 2, 3, 4}.

4. Dadas las siguientes relaciones indique las propiedades que cumple cada una de
ellas.
R1={(3, 4)}
R2={1,1), (1, 2), (2 1)}
R3={1,1),(1,2).(1,4),(21),(22), @3 3), (4 1), (4 4}
R4={(2,1),(3,1). (3, 2),(41),(42), (4 23)}
R5={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4). (2 2), (2 3),(2,4), (3 3), (3, 4), (4 4}

5. Dada la relacién de equivalencia R = {(a, c), (a, d), (b, a), (b. d), (c, b), (c, d), (d,
b), (d, ¢)} sobre X = {a, b, c, d}. Encuentre las siguientes clases de equivalencia:
a. [a]
b. [b]
c. [c]
d. [d]
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Universidad Tecnologica de Panama
Facultad de Ingenieria de Sistemas Computacionales

Estructuras Discretas para la Computacion

Prueba #7
Nombre: Cédula: Grupo:
Profesor: Dr. Carlos A. Rovetto Puntos Obtenidos: /

1. Dados los conjuntos A={1, 2, 3}y B ={a, b, c}, indique si las siguientes relaciones
son funciones o no.
a. R1={(1, a), (2, b), (3, a)}
b. R2={(2, a), (2, b), (3, a)}
c. R3={(1, a), (1, b), (2, b), (3, a), (3, b)}

2. Dada las siguientes funciones escriba el conjunto correspondiente al dominio y al
rango.
a. f={(@a, 3), (b, 2), (c, 1), (d, 3)}

b. 7={(p, 1), (p, €). (@, d), (r, &)}
c. ={(3,5),(2,7), (1, 9)}

3. Indique si la siguiente funcién es inyectiva con Dom = {1, 2, 3}, Codominio = {1, 2,
3}

f={1,2), (2 3), (3, 3)}

4. Indique si la siguiente funcion es suprayectiva con Dom = {r, s, t}, Codominio = {1,
2, 3,4}

5. Escriba la funcion invertida para la funcion f = {(r, 3), (s, 1), (t, 2)}
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Universidad Tecnologica de Panama
Facultad de Ingenieria de Sistemas Computacionales
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Prueba #8
Nombre: Cédula: Grupo:
Profesor: Dr. Carlos A. Rovetto Puntos Obtenidos: /

1. Se define la operacion binaria a*b como a + b sobre el conjunto de niumeros
enteros. Escriba las siguientes operaciones binarias:
a. (-2)+8
b. 7+ (-3)

2. Compruebe si la operacion binaria a*b definida como a-b cona =7y b = -4 es
conmutativa.

3. Compruebe si la operacion binaria a*b definida como 2a — (3b — c) con a=3, b=1
y ¢=5 es asociativa.

4. Verifique si (S, *) es un semigrupo con la operacion binaria a*b de resta a-b con a
=3y b =5en el conjunto Z de todos los numeros enteros

5. Encuentre la distancia Hamming de las palabras codificadas de n bits vl = 101001
yv2 =101110

6. Calcule la distancia minima de Hamming d si queremos

a. Detectar 2 errores
b. Corregir 2 errores
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Anexos 2: Presentaciones
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ESTRUCTURAS DISCRETAS PARA LA
COMPUTACION

Autor: Dr. Carlos Rovetto

y /4

CONJUNTOS

CAPITULO I: CONCEPTOS
DE LA TEORIA DE

CONJUNTOS

Conjuntos

Se denomina conjunto a la coleccién o grupo de
objetos. A estos objetos también se les llama
elementos o miembros de un conjunto y son
delimitados por llaves

pueden definir mediante la lista de
izando las propiedades o reglas

Podemos definir el conjunto de manera grafica
utilizando los Diagramas de Venn



Ejemplo #1

Conjuntosy
sus
miembros

Defina el conjunto H con los elementos
f,m, q,r,s, wpor

a) Enumeracion

H={f,m, q,rs w}

b) Diagrama de Venn

Los conjuntos se denotan con letras mayusculas,
mientras que para denotar a sus elementos o
miembros se utilizan letras mindsculas.

Ejemplo

El conjunto A con los
elementos b, ¢, g, n
se define de la
siguiente forma A =
{b, ¢, g, n}. De forma
gréfica lo podemos
representar utilizado
los diagramas de
Venn de la siguiente
forma:

Ejemplo #2

Defina por comprensién

a) el conjunto D correspondientes a
los dias de la semana

D ={x| x es un dia de la semana}

b) el conjunto | correspondiente a los
ndmeros impares

I ={x|x es impar}

Subconjuntos

> Dados dos conjuntos A y B, se dice
que B es un subconjunto de A si
todo elemento de B es también un
elemento de A.

o Esto se expresa como:
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Ejemplo -

Solucién

Indique si B es un subconjunto de A en
los siguientes casos:

a) A={1,2,3,6,9},B=(3,6,1}

b) A={c,d,r,f},B={m,p, q}

b) A={c,d,rf},B

B no es un subconjunto de A porque
los elementos m, p y q no estan
contenidos en el conjunto A
Graficamente se tiene:
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Ejemplo -

Solucién

a) A={1,2,3,6,9}B

1)

B es un subconjunto de A porque los
elementos 3, 6 y 1 estan contenidos en
el conjunto A, esto es, B < A
Gréficamente se tiene:

Conjunto Universal

< El conjunto universal, denotado con la
letra U, es el conjunto que contiene a
todos los conjuntos.

© Se utiliza para especificar los elementos
que conforman el conjunto con el cual
estamos trabajando y nos permite definir
al conjunto en funcién de un contexto
dado.

@ Ejemplo

El conjunto U de todas las aves.

U ={x|x esun ave}

Conjunto Vacio

°El conjunto vacio es un
conjunto  que no tiene
elementos.

o Este conjunto se representa
como @ o con{}.

12




Conjunto Finito

Cuando podemos determinar la
cantidad de elementos que
posee el conjunto se le

Conjunto Infinito

denomina conjunto finito.

Cuando no podemos
determinar la cantidad de
elementos que posee el
conjunto se le denomina

conjunto infinito.

13
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Encuentre la cardinalidad de los
siguientes conjuntos

IA[=3

b) B ={{c}, {e, g}}

|B| = 2, el tamaiio de {{c}, {e, g}}es 2y
no 3, pues tiene 2 elementos, siendo
el primero {c} y el segundo {e, g}

Cardinalidad

14

Conjunto
Potencia

16

La cardinalidad es el nimero de

elementos de un
representa como |A|.

conjunto,

o El conjunto potencia de 2 (X) es el
conjunto de todos los subconjuntos
de un conjunto X.

° El conjunto potencia de un conjunto
con n elementos tiene 2n elementos.

se
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Encuentre el conjunto potencia 2(A)

del conjunto A ={a, b, ¢}

|A] = 3, por lo que, [P(A)| =23 =8

P(A) ={@, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c},
{b, c},{a, b, c}}

OPERACIONES DE
CONJUNTOS

Operaciones
de
conjuntos

19

Las operaciones de conjuntos nos
permiten obtener un conjunto luego
de realizada las  operaciones
establecidas sobre los conjuntos, dicho
de otra forma, podemos combinar o
transformar los conjuntos.

A estas operaciones también se les
conoce como &lgebra de conjuntos.

Unidn

°El conjunto de todos los
elementos que pertenecen al
conjunto Ay al conjunto B se le
denomina  unién  de los
conjuntos Ay B.

© Se denota la unién de Ay B por
AUB.

o El conjunto resultante de esta
operacién tendrd a todos los
elementos de A y de B, sin
repetir ningdn elemento.
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Ejemplo

Ejemplo

Realice la unién de los conjuntos
A={1,2,3,4,6}yB={3, 4,8}

Realice la interseccién de los
conjuntos A={1,2,3,7}yB ={3,
4,8}

Interseccidon

Conjuntos
disjuntos

o La interseccién de dos o mas
conjuntos, denotada por el
simbolo N, es aquella en donde
el conjunto resultante tiene
todos los elementos que son
comunes a los conjuntos
involucrados en la operacién.

> De esta forma, la operacién de
interseccion de dos conjuntos A
y B tendré a aquellos elementos
que pertenecen a A y que
también pertenecen a B.

Cuando dos conjuntos no tienen
elementos comunes se denominan
conjuntos disjuntos.

@ Ejemplo
Compruebe que los conjuntos A =
{1,2,3,4 7}y B = {5, 6, 9} son
disjuntos.




°A la diferencia o resta de dos
conjuntos se le denomina

| e Encuentre el  complemento
S SHEO R, relativo, A- B, de A= {1, 2,3}y B
={3,4,5}

Complemento Ei |

relativo o El rgsultado del complerjento Jemp o
relativo de A - B es un conjunto
de elementos que pertenecen
al conjunto A pero no a al
conjunto B

26

La diferencia simétrica, denotada por el
simbolo A, de dos conjuntos Ay B es el
conjunto formado los elementos que
pertenecen a uno de los dos conjuntos,
pero no a ambos conjuntos.

Diferencia :
S Ejemplo . ) - )
simetrica Al estudio de las operaciones bésicas que pueden realizarse con

Encuentre la diferencia simétrica, conjuntos se le llama algebra de conjuntos. Algunas de estas
ADB,deA={1,23}yB={3,4,5} operaciones como lo son la unién, interseccién y complementacion
poseen propiedades similares a las operaciones con numeros
naturales a las que se le denominan leyes del algebra de conjuntos.

Propiedades del Algebra de conjuntos

28



cAUA=A
cANA=A

° (AUB) = A°n B¢
° (AnB)¢ = A° U B®

Idempotencia

Distributiva

cAU(BNC)=(AUB)N(AUC)
cAN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Ley de Morgan

©AUB=BUA
°AUB=BA

Asociativa

©AU(AUB)=(AUB)UC
cAn(AnB)=(AnB)nC

Ley de diferencia

o (A—B)=AnB¢

Leyes del complemento

cAUA®=U
cANAS =0
o (AS)C=A
cAS=9
o @€ =y

Leyes de la absorcion

©cAU(ANB)=A
©cANn(AUB) =4
©AU(A°NB)=AUB
©cAN(A°UB)=ANB

29

Principio de
la adicidn

para

conjuntos
disjuntos

31

El principio de adicién es usado para
contar los elementos de dos o mas
conjuntos. Para ello se debe primero
distinguir los elementos que dichos
conjuntos tengan en comdn, si es el caso.
En este punto se tendran los siguientes
casos:

a) Los co
comunes

ntos no tienen elementos

b) Los conjuntos tienen elementos
comunes

30

a) Los conjuntos no tienen
elementos comunes

Se suman los elementos de los
conjuntos.

14U B| = |4+ |B|

b) Los conjuntos tienen elementos
comunes

Se suman los elementos de los
conjuntos y se restan los elementos
que tienen en comun.

JAUB| = |A| +|B| - |[AnB|

Si se tienen més de dos conjuntos, por ejemplo, tres conjuntos: se suma el cardinal de los
conjuntos, se resta el cardinal de todas las posibles intersecciones de dos conjuntos y por
tltimo se suma el cardinal de la interseccion de los tres conjuntos.

14 Cl =4l +|B| +Ic|-|AnB| - A

BNC|l+|ANBNC|

32




Utilizando el principio de adicién,
encuentre la cantidad de elementos de |A
U B| para los siguientes casos:

Ejemplo a) A={1,2,6},B={3,4,5) Ejemp|9—
Solucién
b)A={1,2,3,4},B=(3,4,5)
A={1,2,3,B=1(3,4,5,C={1,4,7)
33 34
b) A={1,2,3,4},B={(3,4,5}
lAnB|=2
Ejemplo - |AUB| = |Al +|Bl = |AnB]| Ejemplo -
Solucidn Solucién

|AUB| =4+3-2

|AUB| =5

35 36

a) A={1,2,6},B={3,4,5}

ANB=0

|AuB| =|A| +B]

[AUB| =3+3

|AUuB| =6

c)A={1,2,3},B={3,4,5,C={1,4,7}

[AnB|l=1
[Ancl=1
Bacl=1

[AnBNC| =0

lAuBuUC|=|Al+|B| +|C|—|AnB|—|AnCI = |BNCl+|AnBNC|
JAUBUC|=3+3+3—-1-1-1+0
lJAuBuUC| =6



SUCESIONES

Escriba los términos y su posicion de la
siguiente sucesion {a,} = 3,6,9,12, ...

a, =
az
az =
a,

Sucesiones

38

Sucesiones

40

A la lista de elementos dispuestos en orden
siguiendo una regla o patrén se le denomina
sucesién.

Alos elementos pertenecientesa una sucesion se les
llama términos.

Paraindicar una sucesién se usa la notacién {a,} o
(@y). Paraindicar la posicién de cada término en la
sucesion se utiliza un subindice

A A1 Az n
en donde, m es el subindice del término inicialy n es
el subindice del término final al cual se le denomina
término general de la sucesisn.

El término inicial en la sucesion puede tener el
valor de uno o cero. A partir del término
general se puede calcular la posicion de
cualquier término de la sucesion utilizando la
siguiente férmula a,, = 2n.

En informatica es de gran importancia las
sucesiones de caracteres, letras u otros
simbolos que se encuentran escritos sin las
comas, a estos se les denominan cadenas. Las
cadenas se forman sobre el conjunto de
caracteres llamado alfabeto.

10



Formulas

recursivas y
explicitas

41

Sucesiones
finitas e

infinitas

La férmula recursiva o recurrente es aquella
que para definir el término siguiente hace
referencia al término anterior. Ademés, se deben
indicar el punto de partida de la formula.

Ejemplo

Defina la siguiente sucesion by = 2, by = by_y +

3
2,5811,..

Una sucesién es finita cuando puede
finalizar después de n pasos. Para encontrar
los términos de una sucesion finita, hallamos
los términos de la sucesion hasta el nimero n
que se indique.

Ejemplo

Encontrar los 5 primeros términos de la siguiente
sucesion finita:

o =-(E2)

Remplazandon = 1,2, 3,4, 5 tenemos:

42

Férmulas

recursivasy
explicitas

Sucesiones
finitas e

infinitas

Cuando se indica el valor que tiene cualquier
término en particular, se estd utilizando las
férmulas explicitas.

Ejemplo

Defina la siguiente sucesién a, =3n+1 para

1<n<4
{an}=4,7,10,13

Cuando sucesion continGa indefinidamente
se denomina sucesion es infinita.

©: Ejemplo

(@) =3,6,9,12

11



o De i conjunto di a una
sucesién a todos los elementos distintos que
constituyen la sucesién.

© A pesar de que es importante el orden que tienen
los elementos en una sucesién, para este caso como
se estd trabajando con conjuntos, cuando se enlistan
los elementos en el conjunto su orden no es

Conjunto significativamente relevante.

correspodiente

a una sucesion

Escriba el conjunto correspondiente a los elementos
de la sucesion de los cuadrados de los nimeros
naturales.

45

Defina la funcién caracteristica f; de A, si A
es un subconjunto de un conjunto
universal U.

Ejemplo

47

Funcion
caracteristica

epresentacion
en

computadora
de conjuntos y
subconjuntos

48

° Podemos definir la funcién caracteristica
como una regla que le asigna un valor a
cada elemento de un conjunto. Este
concepto es muy Gtil cuando se trabaja con
los conjuntos.

° Cuando los valores que son asignados por
la funcién caracteristica son numeros, las
funciones caracteristicas se pueden sumar y
multiplicar. Otro uso que tienen esta
funcién es en la representacién de
conjuntos en una computadora.

o Para poder representar un conjunto o
subconjunto en la computadora se debe
disponer sus elementos en una sucesion.

o Cuando el conjunto universal U es finito y
A = U entonces podemos usar la funcién
caracteristica f, para representar la
sucesion de ceros y unos de determinada
longitud, a la cual le podemos denominar
n. En este caso la funcién caracteristica le
asignarda un 1 a los elementos que
pertenecen a A y 0 a los que no
pertenecen a A.

12



49

51

Ejemplo

Ejemplo

Escriba la sucesién correspondiente a la
representacion de la funcién caracteristica f,
usando los siguientes conjuntos U = {1, 2, 3, 4, 5}y
A={2,4,5}

Represente el arreglo del subconjunto A de la
sucesién  {a,} = 0,1,0,1,1 correspondiente a la
representacion de la funcién caracteristica f; de los
conjuntos U ={1,2,3,4,5lyA={2,4,5}

Representacion
en
computadora

de conjuntos y
subconjuntos

°oDe esta forma, por medio de la
funcion caracteristica podemos
representar en una computadora un
conjunto universal como un arreglo A
de longitud n. En donde, |a asignacién
de un 1 o un 0 en cada posicion A[k]
del arreglo A  especifica un
subconjunto que es Unico de U.

TECNICAS DE CONTEO

13
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Técnicas de
conteo

Reglas de la
sumay el

producto

Las técnicas de conteo son estrategias
matematicas que se utilizan para contar varios
conjuntos de objetos de gran tamafio y, en
donde, dicha tarea se convierte en algo
complicado.

Estas técnicas son muy usadas en
probabilidad y estadistica y en funcién de su
complejidad las podemos dividir en dos
grupos conformados de la siguiente forma:

‘ Por el principio multiplicativoy el pri aditivo

°la regla de la suma la podemos
enunciar de la siguiente forma: dados
dos sucesos S1y S2, donde S1 puede
ocurrir de “a” maneras y S2 puede
ocurrir de “b” maneras y se cumple que
ambos sucesos no pueden ocurrir al
mismo tiempo, entonces la suma de
ambos sucesos puede ocurrir de a + b
maneras. Se entiende que este
principio puede ser extendido a més
de dos sucesos.

oA partir del enunciado anterior y
trabajando con la teoria de conjuntos
podemos aplicar el principio de la
adicién para conjuntos disjuntos.

Técnicas de
conteo

54

Reglas de la
sumay el

producto

Reglas de la suma y el producto

Teoremas sobre el principio de la
multiplicacién

Permutaciones

Combinaciones

o La regla del producto se define de
manera similar: dados dos sucesos
independientes S1 y S2, donde S1
puede ocurrir de “a” maneras y S2
puede ocurrir de “b” maneras,
entonces el producto de ambos
sucesos puede ocurrir de a - b
maneras. Se entiende que este
principio puede ser extendido a
mas de dos sucesos.

14



Teoremas
sobre el

principio de
la
multiplicacion

57

Permutaciones

° El principio de multiplicacién se
utiliza cuando se necesita contar
los elementos de un conjunto de
producto cartesiano, en donde,
los elementos del conjunto con el
que estamos trabajando estan
formados por pares de elementos.

° Ala disposicién en orden de los elementos
de un conjunto se le conoce como
permutacion. En el caso de que el conjunto
ya se encuentre ordenado de una forma
distinta a la cual se necesita que este se
encuentre ordenado, entonces se tendra
que volver a ordenar, al proceso de
reorganizar sus elementos se llama
permutar.

© La siguiente férmula nos permite calcular el
nimero de permutaciones de “n”
elementos tomados de “k" en "k":

58

Teoremas
sobre el

principio de
E
multiplicacion

° Recordemos que en este tipo de conjuntos el
primer elemento pertenece al primer
conjunto y el segundo elemento al segundo
conjunto. El teorema indica que se debe
multiplicar el nimero de elementos de cada
conjunto como se muestra en la siguiente
férmula, sean A y B dos conjuntos, para
conocer la cantidad de elementos del
producto cartesiano

|AxB|=]A| x|B]
También podemos generalizar esta formula a
tres o mas conjuntos:

|AxBxC|=|A|x|B] x|C]

Tres personas se han presentado a un concurso. El concurso otorga $400
al primer lugar y $200 al segundo. ¢ De cuantas formas se pueden repartir
los premios de primery segundo lugar?

Dado que en este ejemplo si importa el orden debido a que los premios son
diferentes, se verifica que estamos frente a un problema de permutacién. Para
resolverlo tenemos que

= n=3serd el nimero total de participantes

= k=2 seranlos premios

Desarrollamos la formula:

15



o Cuando se hace una seleccion sin

tener en cuenta el orden de los
elementos de un conjunto se le
denomina combinacién.

Dados n = 10 y k = 3, encuentre el nimero de
combinaciones.

n!
oLa siguiente férmula nos permite T (n—Ik)'k!
calcular el nimero de

combinaciones de “n” elementos _ 10!
tomados de “k” en "k": T (10-3)!3!

Combinaciones

!
o n

%= @

Dado un grupo de 10 personas, de estos se tiene que 4 son mujeres y 6 b) en la segunda pregunta se nos solicita que al uno de los 3 miembros
son hombres. Determine: sea mujer nos permite tener un comité formado por 1, 2 0 3 mujeres. Por
lo tanto, se deben considerar esas tres opciones en nuestro resultado. Se
desarrollard cada uno de los escenarios por separado y al final se
= totalizaran cada resultado para encontrar el resultado final.

a) el nimero de formas en que se puede elegir un representante del
grupo
b) el nimero de formas en que se puede elegir un comité de 3 -
miembros, donde al menos uno de los miembros sea mujer Ejemplo 1) si el comité ests formado por una mujer, tendremos una
#2 combinacion de 1 mujer del grupo de 4y 2 hombres del grupo de
6.

a) de las 10 personas solo se elige una persona sin importar el orden
(continuacion) 41 6!

CixCf= ———x

@G-’ (6-2)2!

0 Cixcg=4x15
%y

RGUEEET)

Cix Cf = 60 formas
¢1% = 10 formas




b) en la segunda pregunta se nos solicita que al uno de los 3 miembros
sea mujer nos permite tener un comité formado por 1, 2 o 3 mujeres. Por
lo tanto, se deben considerar esas tres opciones en nuestro resultado. Se
desarrollaré cada uno de los escenarios por separado y al final se
totalizarén cada resultado para encontrar el resultado final.

2) si el comité estd formado por dos mujeres, tendremos una
combinacién de 2 mujeres del grupo de 4 y 1 hombre del grupo de
6.

CixcCf=6x6

CixC = 36 formas

CAPITULOIl:
REPRESENTACION GRAFICA
DE LAS RELACIONES'Y
FUNCIONES DE UN
CONJUNTO

b) en la segunda pregunta se nos solicita que al uno de los 3 miembros
sea mujer nos permite tener un comité formado por 1, 2 o 3 mujeres. Por
lo tanto, se deben considerar esas tres opciones en nuestro resultado. Se
desarrollaré cada uno de los escenarios por separado y al final se
totalizaran cada resultado para encontrar el resultado final.

3) si el comité esta formado por tres mujeres, tendremos una
combinacién de 3 mujeres del grupo de 4 y no se selecciona ningtin
hombre. M 6!

6 = o
G0 = Gogm * oo

Cixc=ax1

CixC§ = 4 formas

Entotal:

60 + 36 + 4 = 100 formas tener un comité formado por 1, 2 0 3 mujeres

RELACIONES Y GRAFOS
DIRIGIDOS

17



69

71

Producto
cartesiano o

conjunto
producto

= Se denomina producto cartesiano o conjunto producto A
x B de dos conjuntos no vacios Ay B, al conjunto de todos
los pares ordenados (, b) en donde a € Ay b e B.

se define de la sig :

(a,b)|a € Ayb e B}

+ También se define el par ordenado (a, b) como el listado
de los elementos a y b en un orden establecido, esto e,
en el primer término aparece a y en el segundo término
aparece b. A partir de esta definicién, podemos indicar
que un par ordenado es una secuencia de longitud 2.
Ademiés, se verifica la igualdad de dos pares ordenados
(a1, b1) y (a2, b2) cuando se cumple que a1 = a2y b1 =
b2. También se cumple que el cardinal de los conjuntos A
y B corresponde al tamafio de un producto cartesiano A x
B, estoes, Ax B = |A| x|B|

RELACIONESY

DIGRAFOS

72

Encuentre el
conjuntos A =

producto cartesiano de los
{1.2} yB={3,4,5}

AxB={(1,3),(1

AxB={1,2}x{3, 4,5

»4),(1,5),(2,3), (2,4), (2, 5)

Relaciones

< Una relacién R de A a B, donde ambos conjuntos
no estan vacios, es un subconjunto de A x B. De
esta forma, a esté relacionado con b por R (aRb) si
RcAxBy(a,b) € R, lo contrario seré que a no esté
relacionado con b por R (1)

© Tendremos una relacién sobre A, R < A x A, (no se
denomina una relacién de A a A) cuando Ay B son
iguales.

18



Defina la relacién aRb de los conjuntos A = {c, d, e}y B = {m, n}
‘ R ={(c, m), (¢, n), (d, m),(d, n), (e, m), (&, n)} ‘ Co nj untos
que surgen

sz ce les

relaciones

Defina larelacién aRb dea<benA={1,2,3,4,5).

R={(1,2),(1,3).(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3, 5), (4, 5)}

Dados los conjuntos A={1,2,3,4}y B={a, b, c,

d} que tienen una relacién R de A a Biigual a R 2

= {2, ¢), (1, d), (3, d), (2, a)}. Encuentre el COHJ untos

dominioy el rango de R. que surgen
de las

Dom(R)={1,2, 3} relaciones
Ran(R)={a, ¢, d}

Dol y Rango de la Rela

o El conjunto de elementos de A que estén
relacionados con algin elemento de B se le
denomina dominio de R y esta denotado por
Dom(R). En esta definicion el subconjunto de A
en el dominio, es el conjunto de todos los
primeros elementos de los pares que forman R.

° Por otro lado, el conjunto de elementos de B
que estan relacionados con algun elemento de
A se le denomina el rango de R y es designado
por Ran(R).

Relacién inversa

La relacién que asocia a los elementos de B con
los de A de los conjuntos A, B y con una
relacion R € A x B se denomina relacion inversa
de R, y se representa por R-1. Formalmente se
define como:

R~1={(b,a)EAxB|(a, b) € R}

19



77

79

Conjuntos
que surgen

de las
relaciones

Digrafos

Se utiliza para representar una relacion R de X a
Y, se etiquetan las filas con elementos de X y las
columnas se etiquetan con los elementos de Y.
Se representa R por la matriz m x n, Mg = [my],
la cual se define por:

_ 1si (xi,yj) ER
My = 0si (xi.}’j) €R

© Los digrafos nos permiten expresar graficamente las
relaciones. Una relacion de A en B se representa
dibujando un circulo para cada elemento tanto de A
como de B a los cuales se les denomina nodos. Estos
nodos estaran conectados entre si mediante lineas
rectas denominadas arcos si el par x € A, y € B estd en
la relacion.

o Los arcos tienen una direccién que esté indicada
mediante una flecha a estos se les denominan arcos
dirigidos. La direccion del arco empieza en el primer
elemento del par y termina en el segundo elemento del
par. Al grafo resultante se le denomina grafo dirigido o
digrafo.

- Formalmente se define un grafo dirigido o digrafo
como un par ordenado D = (A, R), donde:

« A es un conjunto finito denominado conjunto de
nodos de D

R es una relacion binaria definida sobre Ay cuyos
elementos de R se le denominan arcos de D.

.

Escriba la matriz de relacion MR, de R ={(1, b),
(1,d),(2,¢),(3,¢) (3, b), (4, a)} y los conjuntos X
={1,2,3,4yY={a, b, c d}

Dibuje el grafo dirigido de la relacién R = {(a,
1), (a,3), (b, 2), (b, 3)}.

20



Digrafos

81

Ejemplo

(solucion)

Otras definiciones
relacionadas con los digrafos son:

importantes

El grado interno o grado de
entrada (gre) de un nodo: es el
numero de aristas que terminan en
ese nodo.

El grado externo o grado de salida
(grs) de un nodo: es el nimero de
aristas que salen de ese nodo.

El grado de un nodo (gr): es la
suma de sus grados internos y
externos, esto es, gr(v) = gre + grs.

a) Los grados de

entrada son:
gre(a)=1
grb)=0

gr(c)=2
gre(d)=0

b) Los grados de || ¢) Los grados de
salida son: cada nodo son:
grfa)=2 grla)=1+2=3

r(b)=1 grb)=0+1=1

gsz ))_0 grlc)=2+0=2

2:5(2): 0 grd)=0+0=0
(d) =

Dado el grafo dirigido D = (A, R) que se muestra en la figura

c

con el conjunto A ={a, b, ¢, d}y R ={(a, a), a, c), (b, ¢)}. Encuentre:

a)los grados de entrada de cada nodo

b) los grados de salida de cada nodo

©)los grados de cadanodo

Trayectoria
en

relacionesy
digrafos

84

o Una secuencia finita m: @, x4, X3, ..., X1, b que
comienza con a y termina con b, tal que

aRx;,x; Rxy 1Rb

es una trayectoria de longitud n en una relacién
R sobre un conjunto Ade aab.

o Una trayectoria de longitud n involucra n+1
elementos de A.

o Con la ayuda del digrafo de la relacion se
puede observar visualmente con mas facilidad
una trayectoria. La longitud de una trayectoria
es el nimero de arcos que la misma posee. Se
llama ciclo a una trayectoria que comienza y
termina en el mismo vértice. -
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Encuentre la trayectoria de longitud 2 para el siguiente digrafo con la
relacionR ={(1, 3), (3, 2), (4, 2), (5, 4)} en el conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5}. o Cuando hay una trayectoria de longitud
nde x ay en R, se define una relacién R

1 % sobre AcomoxR"y.

Trayectoria
en o Existe una relacién de conectividad para

relacionesy

R, R® sobre A, cuando hay alguna
trayectoria en R de x a y la cual se denota

d |'g rafos como x R® y. El conjunto de esta relacion
Las trayectorias de longitud 2 son: de conectividad R* estd formado por
om 1,32 todos los vértices que puede alcanzarse
°m5,4,2 desde x por alguna trayectoria de R.

Utilizando el siguiente grafo

aR b)R" = {(1, 1), (1, 3), (1, 2), 2, 3),
1R2 1 puestoque 1R Ty 1R1 | |(3,3),(2.2).(4,3), (4,2))
1R? 2 puesto que 1 R3y 3R 2
Ejemplo 2R22 puesto que 2R3y3R2 | | En s elacon do conectidad
e se verifican todos los pares
(solucion) R2={(1,1),(1,2),(2, 2)} ordenados de vértices para los

cuales haya una trayectoria de
cualquier longitud del primer
vértice al segundo.

calcular:
a)R2
b) R
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Para las siguientes

PROPIEDADES DE LAS |propiedades  la

RELAC'ONES relacién R esta

definida sobre un
conjunto A.

Propiedad

antirreflexiva

° También conocida como irreflexiva. Si para
todo x € A se cumple que x no estd
relacionado consigo mismo, es decir que (x, x)
€ R entonces la relacion es antirreflexiva.

Indique si la siguiente relacién R = {(1,2), (2,1),
(1,3),(1,4), (2,3), (2,4), (3,4)} sobre el conjunto X
={1,2,3, 4} es antirreflexiva.

La relacién R es antirreflexiva, se verifica
que cadaelementox € X, (x, x) & R.

90
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Propiedad

reflexiva

Propiedad

simétrica

° También conocida como idéntica. Si para
todo x € A entonces (x, x) € Ry es reflexiva. En
resumen, el elemento estd relacionado
consigo mismo ¥ x € A se cumple que (x, x) €
R.

Indique si la siguiente relacion R ={(1, 1), (2, 2),
(3, 3), (4, 4)} sobre el conjunto X ={1, 2, 3, 4} es
reflexiva.

La relacion R es reflexiva, se verifica que
cadaelementox €X, (x, x) €R.

° Una relacién R es simétrica si para todo x,
y € A existe (x, y), (y, x) ambos pares
pertenecientes a R. En resumen, V x, y € A
se cumple que si (x, y) € R entonces (y, x)
ER.
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 En una relacién simétrica el grafo posee arcos

Indique si la siguiente relacion R = {(1,1), (1,3), (2,2), (2,4), (3,1), dirigidos en ambas direcciones, es decir, de v
(4,2), (4,4)} sobre el conjunto X ={1, 2, 3, 4} es simétrica awydewav. Dj Zsta forma el grafo Cumple‘
con esta propiedad. Esto se muestra en el
Se verifica que cada par (x, y) y (y, x) exista en la relacién siguiente grafo correspondiente a la relacion
(1,3),3,1) R ={(1,1), (1,3), (2.2), (2,4), (3,1), (4,2), (4,4)}
(2,4),(4,2) . sobre el conjunto X = {1, 2, 3, 4} del ejemplo
Propiedad anterior.
esta condicién se cumple en los pares anteriores. simétrica
1 4
En los siguientes pares se encuentran implicitos
(1,1),(2,2), (4,4)
Por lo tanto, la relacion es simétrica
3 2

Indique si la siguiente relacién R = {(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4),
(1,1), (2.2), (3,3), (44)}, sobre el conjunto X = {1, 2, 3, 4} es
antisimétrica.

Se verifica que si existe el par(x,y) en R no exista el par y, x) en R parax # y
1,2)€Rpero(2,1) ¢ R
1,3)€Rpero(3,1) ¢ R
1,4)€Rpero(4,1) ¢ R
2,3)€Rpero(3,2) ¢ R
¢
¢

Una relacion R es antisimétrica si para todo
x, y € X se cumple en R alguna de las
siguientes condiciones:

Propiedad

e si(x,y)ERy(y,x) 2 Ro(y,x) ERy(x

y) € Rentonces x # y 2,4)€Rpero(4,2) ¢ R

34)€Rpero(4,3) ¢ R

(
(
(
S s ‘
antisimetrica ¢
¢

e si(x,y)ERy(y,x) ERentoncesx =y

Se verifica que existe el par (x y) en R parax = y
{(1,1),(2,2),3,3), (4, 4)}

Entonces la relacion R es antisimétrica.
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Propiedad

asimétrica

Propiedad

transitiva

° Una relacién R es asimétrica si para
todo x, y € X, si (x, y) € R entonces (y, x)
eR.

o Por definicién los pares (n, n) no
pueden estar en esta propiedad.
También se verifica que las relaciones
asimétricas son antirreflexivas.

>Una relacion R es transitiva si se
cumple que, para todo x,y, z € A,
si (x, y), (y, z) € R entonces (x, z) €
R.

100

Indique si la siguiente relacién R = {(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4),
(3,4)} sobre el conjunto X = {1, 2, 3, 4} es asimétrica.

Se verifica que si existe el par (x,y) en R no exista el par (y, x) en R
(1,2)€Rpero(2, 1) R
(13)€Rpero(3,1) ¢ R
(1,4)€Rpero(4, 1) R
(23)€Rpero(3,2) 2 R
(24) € Rpero (4, 2) ¢ R
(34)€Rpero(4,3) 2 R

Entonces la relacién R es asimétrica.

Indique si la siguiente relacién R = {(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4),
(3,4)}, sobre el conjunto X ={1, 2, 3, 4} es transitiva.

Se verifica que si existe (x, y) y (y, z) en R exista (x, z) en R
(xy) (v,2) (x,2)
(1,2) 2,3) (1,3)
1,2) (2,4) (1,4
1,3 (3.4 (1,4)
2,3) 3, 4) 2,4)

Entonces la relacion R es transitiva,
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Relaciones

de

equivalencia

Clases de

equivalencia

°Sea R una relacién sobre un
conjunto A, si R es una relacion
reflexiva, simétrica y transitiva
entonces es una relacién de
equivalencia.

o Se definen las clases de equivalencia a
partir de relacién de equivalencia R
sobre un conjunto A.

o El conjunto de todos los elementos x
que estan relacionados con un
elemento “a” del conjunto A, al cual
denotamos como [a], se le denomina
clase de equivalencia. Formalmente se

define como [a]={x €A |x R a}.

102
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Indique si la siguiente relacién R = {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (1,3),
(3,4),(1,4),(3,1),(4,3), (4,1)} sobre A ={1, 2, 3, 4} es una relacién de
equivalencia

. Se verifica que la relacion R es reflexiva porque (1, 1), (2, 2), (3,
3),(4,4)€eR.

. Se verifica que la relacion R es simétrica porque (1, 3) € Ry (3,
1)€R,(3,4)€Ry(4,3)€ER,(1,4)eRy (4, 1)€ER.

. Se verifica que la relacion R es transitiva porque (1, 3), (3, 4) y (1,
4)€R,(3,1),(1,3)y(3,3)€R,(1,4),(4,3)y(1,3)€R,(4,1),(1,4)
y(4,4)€R.

Como la relacion R es reflexiva, simétrica y transitiva entonces R es
una relacién de equivalencia.

Para encontrar las clases de

Dada la relacién de equivalencia R
={(1,1),(1,3),(1,5),(3, 1), (3,3), (3,
5),(5, 1), (5, 3), (5, 5). (2, 2), (2, 6), (6,
2),(6, 6), (4, 4)} sobre X ={1, 2,3, 4,
5, 6}. Encuentre las siguientes clases
de equivalencia:

a. [1]

b. [2]
c [3]

d. [4]

equivalencia debemos
considerar la definicion [a] = {x
€ A | x R a}, entonces para el
primer caso tendremos que la
clase de equivalencia de [1] que
contiene a 1 consiste en todas
las x tales que (x, 1) € Ry de
manera similar los demés casos.
a. [1]1=(1,3,5}

b. [2]=[6]={2, 6}

c [3]=[51=

d. [41=1{4)
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FUNCIONES

) Ejemplo
#1

Dados los conjuntos A = {1, 2, 3}y B = {1, 2, 3}, indique si las siguientes
relaciones son funciones o no.

a. R1={(1,2),(2,3),(1,3)}
b. R2={(1,2),(2,3).(3,3)}

a) Se verifica que el elemento 3 & A no se encuentra en la relacién R1 = {(1, 2), (2,
3),(1, 3)). Esto se puede observar mejor en el diagrama de flechas donde no existe
una flecha que salga del elemento 3.

I~

Por lo tanto, R1 ={(1, 2),(2, 3), (1, 3)} no es una funcién.

Definicidn
de funcién

106

O

Ejemplo #1

(continuacion)

108

= Dados dos conjuntos finitos A y B al conjunto de pares
ordenados en donde a cada miembro de un conjunto A se le
asigna exactamente un miembro de un conjunto B se le
denomina funcién.

- Formalmente, se define una funcién f de A a B como un
subconjunto del producto cartesiano A x B que tiene la
propiedad de que para cada a & 4, existe exactamente una b
Bital que (3, b € f. En ocasiones denotamos una funcién f de A
aBcomof:A - B.

© Se denomina dominio, Dom, de f al conjunto Ay al rango,
codominio o imagen de f, Ran, al conjunto de todas las
imégenes f (a) de los elementos del conjunto A como se
muestra en el siguiente diagrama de flechas.

Conjumoa. —

<]

L

1

Onmine. o
Rangs.

b) Se verifica que todos los elementos del conjunto A se encuentran en la
relacion R2 = {(1, 2), (2, 3), (3, 3)), esto se puede observar mejor en el

diagrama de flechas.

Por lo tanto, R2 = {(1, 2), (2, 3), (3, 3)} si es una funcién.
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Dada la siguiente funcién f = {(1, a), (2, b), (3, a)} escriba
el conjunto correspondiente al dominio y al rango.

Ejemplo TIPOS DE FUNCIONES

#2 Dom ={1,2,3} ESPECIALES

Ran ={a, b, c}

109 110

Indique si la siguiente funcién es inyectiva con Dom = {1, 2, 3},
Codominio ={1,2, 3}
f={(1,2),(2,3).(3, 1)}

ola  funcién inyectiva,  también

denominada de uno a uno, es aquella Verificamos la funcién con la definicion y nos apoyaremos del diagrama
! de flechas para ver la funcién con mayor claridad.

o 2
en donde cada elemento del

Funcion on N o Como los pares no tienen el mismo segundo elemento se concluye que la

. 1 codominio o rango tiene un Unico funcion es inyectiva. Esto se puede observar mejor en el diagrama de

myeC IvVa elemento del dominio. En esta funcién flechas.

dos pares no van a tener el mismo
segundo elemento.

111 112
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Funcion

suprayectiva

Funcion

invertida

2Si cada elemento del codominio
aparece en algin par ordenado
entonces la funcién es suprayectiva.
A esta funcién también se le conoce
como sobreyectiva. De forma
resumida en este tipo de funcién, no
sobran elementos en el codominio

°Una funcién invertida es uno a
uno y sobreyectiva de Y a X, {(y, x)
| (x, y) € f}. Recordemos que f es
una funcién uno a uno, sobre de X
a Y. A este tipo de funcién se le
denotada como .

114
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Indique si la siguiente funcién es suprayectiva con Dom = {1, 2, 3},
Codominio ={a, b, c}

f={(1, ), (2, c) (3, b}

Como no sobran elementos en el codominio se concluye que la funcién
es suprayectiva. Esto se puede observar mejor en el diagrama de flechas.

Escriba la funcion invertida para la funcion f = {(1, a), (2, ¢), (3, b)}
con Dom ={1, 2, 3}, Codominio = {a, b, c}.

f-1={(a, 1. (c, 2). (b, 3}

Esta se muestra en el siguiente diagrama de flechas.
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Funciones

idénticas

117

119

Se dice que dos funciones, : A - By g: C - D, son
idénticas cuando cumplen lo siguiente:

1.tienen el mismo dominio, A= C

2.tienen el mismo codominio, B =D

3. asignan la misma imagen a cada elemento del
dominio, esto es, para cada x € Ay x € B se tiene que
f(x) = g(x)-

Escribala composicién = g de X a Z de las funciones
g={(1,2),(2,2),(3, )} una funcién de X={1,2,3}a Y = {a, b, c}y
f={(a,y). (b, ), (c, 2)}, unafuncién de YaZ = {x, y, 2}

fog={(1,y)(2,y).3 2}
Esta se muestra en el siguiente diagrama de flechas,

I
TR

dell de las siguientes funciones
LN
el e
(=== 1

g (RS

118
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Dadas dos funciones f y g, donde g una
funcién de X a Y y f una funcién de Y a Z, la
funcién (f » g) (x) = f (g(x)) de X a Z es la
composicién de f con g. A esta composicién
se le denota como fe g.

CAPITULO III:
SEMIGRUPOS, GRUPOS Y
CODIFICACION DE
INFORMACION BINARIA

30



SEMIGRUPOS Y OPERACIONES BINARIAS
GRUPOS SOBRE UN CONJUNTO

121 122

oA la regla que asigna a cada pareja Se define la operacién binaria a*b como max{a, b} sobre el
ordenada de elementos de un conjunto de ndmeros enteros. Escriba las siguientes operaciones
q - binarias:
conjunto A un Unico elemento del
5 5 X *
mismo conjunto A se le denomina ab' 23:1 5
A operacion binaria. A estas S
Definiciones [ o
operaciones binarias se le denota por 2. 2% = max(2, 4} = 4
el simbolo * por otro lado, al 2%4 = 4
elemento asignado se le denota
como a*b, en donde a y b son b--;:(-:):n;ax(-S,-S):S
elementos de Ay a*b € A. -3°5) =-

123 124



°Si a*b = b*a para todos los

PROP'EDADES DE I_AS Propiedad elementos a y b en el conjunto A,
OPERACIONES BINARIAS conmutativa entonces la operacién binaria * sobre

el conjunto A es conmutativa.

125 126

Compruebe si la operacién binaria a*b definida como
at+bcona=5yb =2 esconmutativa.

Verificamos que se cumpla la definicién a*b = ba que para nuestro
ejemploes

a+b=b+a 2 Si a*(b*c) = (a*b)*c para todos los

PrOpledad elementos a, b y ¢ en el conjunto A,
atb=5+2 asociativa entonces la operacién binaria * sobre
avb=7 un conjunto A es asociativa.

b+a=2+5
b+a=7

Por lo tanto, se cumple que a+b = b+a y la operacién binaria 2 es
conmutativa.
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Definiciones

131

Compruebe si la operacién binaria a*b definida como
2a+(b+c)con a=3, b=4y c=1 es asociativa.

Verificamos que se cumpla la definicion a*(b*c) = (a*b)*c que para
nuestro ejemplo es 2a+(b+c)

2a+(b+c) = 2:3 + (4+1)
2a+(btc)=11

Por lo tanto, se cumple que a*(b*c) = (a*b)*c y la operacién binaria 2
es asociativa.

o A la operacién binaria asociativa * definida en un
conjunto no vacio S se le denomina semigrupo y se
denota como (S, *).

= Al semigrupo en donde la operacién es conmutativa
se le denomina semigrupo conmutativo, también
conocido como abeliano.

© Por otro lado, al semigrupo M = (M, ) con una
operacion binaria con el elemento unidad, también
llamado elemento unidad para la muttiplicacion y
elemento neutro para la adicién, se le denomina
monoide. Cuando la operacién es conmutativa al
monoide se le denomina monoide conmutativo o
abeliano.

130
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PROPIEDADES DE LOS
SEMIGRUPOS

Una forma de verificar si una operacién binaria definida sobre
un conjunto pertenece a un semigrupo es verificando que
cumpla con estos dos teoremas:

Si (S, %) es un semigrupo y xi € S, entonces x; * x; * x; * o * X,
es un miembro tnicode S ¥ n e N.

Si (S, *) es un semigrupo conmutativo, entonces (x*y)n = x" *
y" VxeSyvneN.
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Verifique si (S, *) es un semigrupo con la operacién
binaria a*b de méaximo de a, b, para todo a, b y c que
pertenecen al conjunto los nimeros reales R.

Verificando la definicién de semigrupo tenemos que: PRODUCTOSY COCIENTES
1 la operacion binaria a*b do méximo de a, b, para todo a, b y ¢ es DE LOS SEMIGRUPOS

asociativa porque Max {max{a,b}, c} = Max{a, max{b,c}}
2. Vab,ceR

Por lo tanto, (R, *) es semigrupo

133 134

o Para comprender mejor la definiciéon de
cociente de semigrupos se define la
relacién de equivalencia estable de un
Productos de °Se define el producto de Xy Y, dos Cocientes de semigrupo como:

los subconjuntos del semigrupo S, por los Dado un semigrupo Sy una relacién de

| XY = X Y i equivalencia sobre S, =. Si se verifica
semlgrupos {XY|X€ yev) semlgrupos que paratodo a; a b; b’ €S tales que a

= a'y b = b, se tiene azb = a"b’
entonces se dice que la relacién = es
estable con la operacién :en (S; :)

135 136
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Teorema

Definiciones

°Sea (S; :) un semigrupo y = una relacién
de equivalencia estable con la operacién :.

Entonces, (S= =; :) es un semigrupo
llamado semigrupo cociente de (S; :) sobre

° Se define un grupo [G, *], si G es un conjunto no

vacio y la operacién binaria ® sobre G cumple con

las siguientes condiciones:

1) la operacién binaria ® es asociativa

2) existe, en G, un elemento identidad

3) cada elemento perteneciente a G tiene inverso,
con respecto a la operacién binaria ® en G

> Cuando la operacién binaria ® en el grupo G es
conmutativa se le denomina grupo conmutativo.

GRUPOS

138

Teoremas de
los grupos

140

o A la operacién binaria asociativa * definida en un
conjunto no vacio S se le denomina semigrupo y se
denotacomo (S, *).

o Al semigrupo en donde la operacién es conmutativa
se le denomina semigrupo conmutativo, también
conocido como abeliano.

o Por otro lado, al semigrupo M = (M, *) con una
operacién binaria con el elemento unidad, también
llamado elemento unidad para la multiplicacion y
elemento neutro para la adicién, se le denomina
monoide. Cuando la operacién es conmutativa al
monoide se le denomina monoide conmutativo o
abeliano.
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Las definiciones anteriores se resumen en los siguientes teoremas:

Si(G,*) es un Grupoy a, b, x € G, entonces ax = b, si solo si,x =a-1 by
xa=b, siy sélosix = ba-1

(G, *) es un Grupo y a, b, ¢ € G, si ab = ac o ba = ca, entonces b = c.
Liamada ey de Cancelacion.

‘ (G, *) es un Grupo finito y a € G, entonces an = 1 paraalgtnn € G. ‘

PRODUCTOSY COCIENTES

DE LOS GRUPOS

143
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Producto de

los grupos

Verifique si (R+, *) es un grupo, donde R+ es el conjunto de los nimeros
reales positivos y * es la operacién de multiplicacién sobre los reales
positivos.

Verificando la definicién de grupo tenemos que:

4+ La multipl 6n es una 6n asociativa y por lo
que se cumple con la primera condicion

4 En el conjunto R+, el nimero real positivo 1 sirve de identidad x ® 1 =
1 ¢ x = x, por lo que se cumple con la segunda condicién

) 1
En el conjunto R+, todo x en R+ tiene inverso © en el conjunto R+,

11
porque x-2=_-x=1 y de esta forma se cumple con la tercera
condicién

Por lo tanto, (R+, *) es un grupo conmutativo.

Dados dos grupos H y K se define el
producto como el conjunto

HxK={(h,k)|h e H, keK}

dotado de la operacién
(h1,kq) - (ha, ko) = (hyhg, kiky)
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Antes de definir el cociente de los grupos debemos
revisar la definicién de los subgrupos normales.

'
. CODIFICACION DE
(lioaente de o ey ae oy s cuondo INFORMACION BINARIA'Y
OS grupos V4
Irp DETECCION DE ERRORES

Se denomina grupo cociente de G por N al grupo de las
clases laterales del subgrupo normal N de un grupo G que
forman un grupo G/N con la operacién (aN)(bN) = abN.

145 146

° Para transmitir la informacién es necesario
codificarla. La forma mas usual es utilizar la

informacién binaria, por medio de la cual se envian
los mensajes o cadenas de palabras.

Codificacidn de > Durante la transmisién o el almacenamiento los

inf ~, datos pueden corromperse debido a distintos
Informacion fenémenos no deseados, algunos de ellos pueden
binaria (e SO G (e, i Gh, e ESTRATEGIAS PARA TRATAR
| | defectuosos en los discos o cintas, entre otros. Es por
d ey d ool fechil s eslinty ot Geteciary lesi LOS ERRORES
eteccion de corregirlos errores en los datos.
errores
° Podemos encontrar distintas formas de errores
tales como la eliminacion de un bit o la adicion de un
bit, la inversion de un bit de 0 a 1 o viceversa.

También, se pueden afectar varios bits sucesivos, a lo
que se le llama errores de rafaga.
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a

Codigos
detectores

|

En esta estrategia se incluye una cantidad de bits
redundantes en los datos que se transmiten. De esta
forma, el receptor puede detectar que se ha
producido un error y solicitar la retransmisién del
mensaje.

rrores

Podemos detectar errores utilizando un cédigo de
paridad simple, sin embargo debemos tener en
cuenta que este sélo puede detectar errores de
ndmeros impares.

Antes de explicar la forma en la que pueden manejarse los errores veamos
cémo se codifican los datos debido a que una palabra de datos de longitud
m bits es transformada en palabras codificadas de n bits antes de
transmitirse.

Empecemos por definir una unidad de datos, que en este contexto se le
denomina trama. La trama consiste en m bits de datos y r bits redundantes
los cuales son usados para la verificacién. La longitud total de una trama n
esigual an=m +r. Se conoce como palabra codificada a la unidad de n
bits que contiene datos y bits de redundancia.
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Cédigos
correctores

de errore!

Al igual que en la estrategia anterior, se incluye
informacion redundante de forma tal que le permita
receptor deducir cual fue el caracter que se
transmitié. De esta forma, el receptor puede corregir
un nimero limitado de errores.

Distancia
Hamming

o Definimos la distancia Hamming
entre dos palabras codificadas de n
bits v1 y v2, como el nimero de bits
en el que difieren v1 y v2. La distancia
Hamming se denota como d(v1, v2).
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Distancia Hamming minima

Encuentre la distancia Hamming de las palabras codificadas de n
bits v1 = 10001001 y v2 = 10110001

stancia Hamming més pequefia entre todos
ficacion se le denomina distancia Hamming minima y se denota como dmin
stancia Hamming mas pequefia entre todas la

sibles pares de palabras codificadas de un esquema de
d

El valor corresponde a la
uema.

Verificando el nimero de bits en el que difieren v1 y v2 tenemos
v1=10001001
v2=10110001

dificacién en bloqu
a misma palabra codificada. A ién en blogu
inan palabras validas a las pa a partir de una palabra
jue no serdn utilizack les denomina invalidk

Por lo tanto, d(v1,v2) = 3

ebemos estar claros que cada da puede variar durante su transmisior
la misma no es valida, entonces. Por el contrario, si al ser modif
vélida, entonces el error no sera det
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en dos formas en las que se pu n de errore:

* Cuando en un fragmento de datos se detecta el error entonces el receptor solcita la retransmision al
emisor de dicho fragmento de datos.

* Cuando se esta utilizando suficiente informacién redundante que le permite al receptor detectar el
error y aplicar el método corrector para corregir dicho error.

I Basados en la explicacion de la codificacion en bloques de la seccion anterior
DECODIFICACIONY podemos indicar que, para detectar un error en la palabra codificada, el receptor

s6lo necesita saber si la misma es invalida. Luego de recibir una palabra invalida se
realiza el calculo de la distancia Hamming entre la palabra recibida y las palabras

CORRECCION DE ERRORES ) e ; Iy : ;
vélidas para encontrar la distancia menor la cual nos indicara la palabra codificada

vélida que originalmente transmitié el emisor.

El error no podr ser corregido y la palabra recibida se descartar si al realizar el
célculo de la distancia Hamming minima, dos o més palabras validas tienen un
mismo valor.

155 156

39



Calcule la distancia minima de Hamming d si queremos
+ d(a, b)=db, a) a) detedér 4 errores
+ d(a, b)=0siysslosia=b b) corregir 4 errores
+ d(a, b) +d(b, c)=d(a, c)

donde, d es el nimero de bits p que son diferentes entre el e
mensaje emitido y el recibido. h

2) para detectar 4 errores, p = 4
d=p+1

Propie
de la dist.

Hamminc

Con esta informacién tenemos que la distancia minima de Hamming debe ser de 5
4 Se puede detectar un error de peso p,sid >p + 1

b ird p=4
4 Se puede corregir p digitos, si d >2p + 1 ) coregird errores p

2p+1
(4)+1
d=9
la distancia minima de Hamming debe ser de 9
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