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Résumé – Nous proposons une nouvelle méthode pour l’estimation de paramètres d’un modèle 2-D MA infini tronqué associé aux 
champs stationnaires non déterministes. Cette méthode est développée dans le cadre d’approches d’analyse et de synthèse fondées sur 
l’utilisation de modèles paramétriques. La méthode d’estimation de paramètres proposée est exploitée pour dériver un schéma de 
séparation de champs déterministe et non déterministe de textures de type Wold. La méthode de séparation est de type global, puisque 
l’on n’utilise pas de traitements locaux tels que la segmentation dans le domaine spectral. 

Abstract – In this paper, we propose a new method to compute the parameters of finite approximations of 2-D MA infinite models 
associated with purely indeterministic stationary fields, by using spectral factorizations. This method is developed in the framework of 
model based approaches for texture analysis and synthesis. The proposed parameter estimation method is then exploited to derive a 
scheme to separate the indeterministic and the deterministic components of a texture in Wold decomposition based models. Unlike 
existing approaches, the resulting decomposition scheme does not require any support detection technique in the spectral domain. 

 

1. Introduction  
Dans le domaine de la modélisation des textures par des 
processus aléatoires, l’une des approches consiste à utiliser 
les décompositions de Wold bidimensionnelles [1,2]. Le 
résultat mathématique 2-D utilisé est une extension du 
théorème original 1-D de H. Wold [6] utilisé pour les 
séries temporelles. Dans cette approche en 2-D, la texture 
est représentée comme un champ régulier stationnaire qui 
se décompose en deux champs orthogonaux : 

� Un champ complètement non déterministe caractérisé 
par une densité spectrale continue, 

� un champ déterministe qui se décompose lui-même en 
deux composantes orthogonales : un champ dit 
harmonique, qui correspond aux composantes 
harmoniques 2-D (i.e. les pics dans le domaine 
fréquentiel) et un champ évanescent caractérisé par des 
lignes droites dans le domaine fréquentiel. 

Dans [2], Francos et al. présentent un modèle générique  
pour chaque composante de Wold. Le modèle le plus 
général pour la composante complètement non déterministe 
est la représentation à moyenne ajustée infinie (MA) [1]. 
Cependant, sous certaines conditions1, une représentation 
autorégressive (AR) est admissible et elle est suggérée dans 
[2]. 

La plupart des approches d’estimation de paramètres 
requièrent une séparation préalable de composantes de 
Wold. Ainsi, Francos [2] propose une procédure itérative 
pour la détection du support du champ déterministe dans le 

                                                
1 Le champ complètement non déterministe a une 
représentation AR si sa densité spectrale est positive dans 
bicercle unité et analytique dans sa proximité. 

periodogramme, qui consiste à localiser les pics 
d’amplitude. Pour ce faire, un seuil, initialisé à la valeur 
maximale du periodogramme, décroît graduellement afin 
que seuls les pics étroits soient détectés. Le champ non 
déterministe est obtenu par la soustraction du champ 
déterministe estimé à la texture originale. Cette approche a 
comme inconvénient la difficulté du choix d’un critère 
d’arrêt pour le seuil. De plus, il est difficilement applicable 
dans le cas où l’amplitude des coefficients de Fourier ne 
permet pas de distinguer la partie déterministe et la partie 
non déterministe. 

Une méthode plus robuste pour la décomposition de Wold 
est présentée par Liu et Picard dans [7]. Leur algorithme 
exploite les relations intrinsèques fondamentales des 
harmoniques pour la détection de fréquences harmoniques. 
Pour la détection de champ évanescent notamment, ils 
utilisent la transformée de Hough. Cette méthode a pour 
inconvénient la recherche du support de différentes 
composantes déterministes de manière individuelle. 

Dans cette communication deux aspects de l’analyse de 
texture de Wold sont abordés : 

� la modélisation et l’estimation de paramètres du champ 
complètement non déterministe, 

�  la séparation des champs déterministe et non 
déterministe. 

Dans un premier temps nous proposons d’utiliser une 
approximation finie d’une représentation MA 2-D infinie 
pour de champ non déterministe. L’estimation de 
paramètres MA est alors fondée sur les coefficients de 
Taylor de la fonction extérieure dont la valeur absolue au 
carré sur le bitore est égale (presque partout) à la densité de 
la mesure spectrale du champ non déterministe. Ce modèle 
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diffère des modèles MA 2-D obtenus à l’aide de méthodes 
algébriques, comme celle proposée dans [8]. 

Ensuite, nous proposons un schéma de décomposition qui 
ne requiert pas des techniques de détection de support dans 
le domaine spectral. Ce schéma utilise les paramètres 
estimés par la méthode proposée. 

Le document est organisée comme suit : la section 2 
présente les bases théoriques de la méthode d’estimation de 
paramètres MA. Dans la section 3, nous présentons des 
aspects d’implantation de la méthode. Dans la section 4, 
nous dérivons un schéma de séparation des champs 
déterministe et non déterministe.  

2. Fondement théorique 
Rappelons pour commencer la représentations MA infinie 
des champs non déterministes ou aléatoires. 

Considérons un champ stationnaire { } 2),(),( Z∈nmnmy  de 
variables aléatoires à moyenne nulle et variance finie et 
notons yµ  la mesure spectrale de { } 2),(),( Znmnmy

∈
 sur le bi-

tore { }22 1:: =∈= zz CT . 

Par l’extension de Helson-Lowdenslager [6] du théorème 
de décomposition de Wold, le champ { } 2),(),( Znmnmy

∈
 se 

décompose dans une somme orthogonale unique : 

 ),(),(),( nmvnmwnmy +=   (1) 

où { } 2),(),( Znmnmw ∈  est le champ non déterministe de 
mesure spectrale wµ  et { } 2),(),( Znmnmv ∈ est le champ 
déterministe de mesure spectrale vµ . En outre, si 
{ } 2),(),( Znmnmw ∈  est non nul alors wµ  est absolument 
continue et vµ est singulière, de telle sorte que la mesure 
spectrale de { }),( nmy  se décompose comme suit : 

 vw dmd µϕµ += 2  (2) 

où ϕ  est la densité spectrale de wµ  par rapport à la mesure 
de Lebesgue normalisée 2m  sur 2T .  

Le champ non déterministe est mis en évidence à travers le 
champ dit d’innovations du champ { }),( nmy , par rapport à 
un ordre total de groupe ≤  sur 2Z . Considérons le champ 
{ } 2),(),( Znmnmp

∈
obtenu par la projection de chaque 

échantillon ),( nmy  sur l’enveloppe linéaire fermée des 
échantillons  )','( nmy  tels que ),()','( nmnm < . Le 
champ d’innovation de  { }),( nmy  est alors 

),(),(),( nmpnmynmi −= . Ainsi { }),( nmi  est un 
processus blanc dont la variance 2σ  est donnée par la 
formule de Szego :  
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Le champ { }),( nmw  est obtenu alors par la projection du 
champ { }),( nmy  sur l’enveloppe linéaire fermée des 
échantillons de champ d’innovation{ }),( nmi . Dés lors, le 
champ { }),( nmw  admet une représentation 2-D MA infinie 
de la forme : 
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Ainsi la fonction de transfert f associée au modèle : 

 ∑
≥

=
)0,0(),(

2121 ),(),(
lk

lk zzlkazzf  (5)  

appartient à )( 22 TL et vérifie :  

 ),(),( 21
2

21
2 zzzzf ϕσ =  p.p. 2T  (6) 

L’équation (5) n’a pas une solution unique en générale, 
mais nous sommes intéressés seulement par une solution 
particulière. 

Pour certains besoins pratiques (voir aussi [3,4]) nous 
pouvons supposer que la représentation (4) a tous les 
coefficients dans le premier quadrant de 2Z , de telle sorte 
que la fonction f soit analytique et ainsi appartenant à 
l’espace de Hardy )( 22 DH . Avec cette condition 
supplémentaire, toutes solutions de l’équation (6) ont une 
factorisation de la forme [5] : 

 ),(),(),( 212121 zzFzzuzzf =  (7) 

où u est une fonction intérieure (i.e. u a un module 1 p.p. 
sur 2T ) et F est la fonction extérieure tel que 22 /σϕ=F  

p.p. sur 2T .  

Une solution spéciale pour l’équation (6) est ainsi la 
fonction extérieure F elle-même (c’est-à-dire 1≡u dans 
(7)). Cette solution a deux avantages. D’abord, F est 
bornée et elle n’a pas de zéros dans le bi-disque unité donc 
le filtre MA correspondant (4) et son inverse sont stables2. 
Le deuxième avantage est que F est déterminée uniquement 
par la densitéϕ , par la formule (voir [5]) : 
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Les paramètres du modèle MA (4), c’est-à-dire les 
coefficients de Taylor de F, sont obtenus via la formule de 
Cauchy (11). 

3. Méthode proposée 
La méthode proposée exploite le calcul numérique du 
facteur extérieur F décrit dans la section précédente de la 
manière suivante : considérons une image texturée comme 
une réalisation d’un champ stationnaire aléatoire. Sous 

                                                
2 Ce critère de stabilité est exprimé en accord avec la 
convention d’écriture utilisé dans l’équation (5). 
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l’hypothèse d’ergodicité, la densité de la mesure spectrale 
du champ aléatoire peut être assimilée à la densité spectrale 
de puissance (DSP) de la texture. A partir de la DSP nous 
pouvons calculer la fonction extérieure F associée à cette 
densité et ainsi obtenir une approximation tronquée du 
modèle MA 2-D comme suit : 

1. Estimation de la DSP de la texture : ),(ˆ 21 ωωϕ jj
ww ee , 

2. Estimation de la fonction extérieure : 
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3. Estimation des coefficients de Taylor de la fonction 
extérieure : 
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En utilisant la formule de Cauchy : 
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En pratique, la DSP est estimé par la méthode du 
periodogramme :  

 2

2 ),(1),(ˆ lkY
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lkPy =  (12) 

où ),( lkY  est la transformée de Fourier discrète 2-D de 
NN × points de ),( lky . 

L’intégrale discrète du facteur extérieur peut être calculée 
par exemple par la méthode des rectangles, donc :  
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Similairement, les coefficients de Taylor deviennent : 
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pour 10 << r . 

Dans la figure 1 un exemple d’analyse et synthèse est 
présenté. La texture originale (a) est synthétisée avec un 
filtre MA 2-D 46×  excité par un champ de bruit blanc. La 
texture de synthèse (b) est générée avec un modèle MA 2-
D 46×  obtenu par la procédure décrite dans cette section 
dont l’excitation est un bruit blanc arbitraire. Les DSP3 

                                                
3 Les DSP présentés sont de la forme: 

2
22
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21
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correspondantes aux coefficients originaux (a) et aux 
coefficients estimés (b) sont également présentés. Nous 
pouvons observer que la DSP estimée conserve la forme de 
la DSP originale. 

4. Approche de Décomposition 
Dans la suite nous dérivons une approche de 
décomposition pour la séparation des composantes 
déterministe et non déterministe d’une texture. Rappelons 
l’équation (1) :  
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nmvlnkmulka

nmvnmwnmy
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où le bruit blanc u est de variance égale à celle de 
l’innovation { }),( nmi et { }),( lka  les paramètres MA du 
champ non déterministe { }),( nmw . En prenant la 
transformée en z de l’équation (15) nous obtenons :  
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où ),( 21 zzF est la fonction extérieure définie comme suit :  
 ∑=

nm

nm zznmazzF
,
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En filtrant l’image originale avec 1−F , nous obtenons le 
champ décrit par la transformée en z : 

 
),(),(),(

),(),(),(

2121
1

21

2121
1

21

zzVzzFzzU
zzYzzFzzYFIL

−

−

+=

=  (18) 

c-à-d, un champ déterministe plus le bruit blanc u. Ainsi, 
pour calculer le champ déterministe { }),( nmv  de la texture 
originale, nous devons  filtrer le bruit blanc { }),( nmu  de 
(18), et restaurer { }),( nmv  en filtrant le résultat avec F. 
Nous résumons la procédure de séparation dans la figure 2. 
La figure 3 présente un exemple qui illustre la 
décomposition d’une texture dans ses composantes 
déterministe et non déterministe.  Nous observons l’image 
originale (a), le champ déterministe (b) obtenu et le champ 
non déterministe obtenu par la différence de (b) et (a). 

5. Conclusions 
Dans cette communication nous proposons l’utilisation du 
facteur extérieur de la densité spectrale de puissance d’une 
texture pour calculer un modèle MA 2-D de la partie non 
déterministe de la texture. Cette méthode est utilisée pour 
dériver un schéma de décomposition de Wold pour la 
séparation des parties déterministe et non déterministe de la 
texture. Le schéma de décomposition est de type global 
dans le sens où l’on n’utilise pas des traitements locaux tels 
que la segmentation dans le domaine spectral.  
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(a) Champ non déterministe original. 

 

 
(b) Synthèse à partir de coefficients estimés.  

 
Figure 1. Exemple d’analyse et synthèse de texture.  

Représentations spatiales et DSP correspondantes aux coefficients originaux (a) et estimés (b). 
 

 
Figure 2. Schéma de décomposition proposé 

 

 
(a) Image originale Y 

 
(b) Champ déterministe estimé V 

 
(c) Champ non déterministe estimé Y-V 

   
Figure 3. Exemple de décomposition de Wold. Représentations spatiales (première rang) et fréquentielle en échelle linéaire 

 (deuxième rang) de : (a) l’image originale, (b) le champ déterministe estimé, (c) le champ non déterministe estimé. 
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